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Probléeme 1

Ce probléme a pour objet une approche du paradoxe de Bertrand.

Notations : Dans le probleme, le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (0;7,7). €
désigne le cercle de centre O et de rayon R, R étant un réel strictement positif donné.

Partie I : Etude des propriétés des triangles équilatéraux inscrits dans
le cercle ¢

I.1 Soit A un point donné du cercle . Construire a la régle et au compas un triangle équi-
latéral ABC inscrit dans le cercle . Préciser les étapes successives de la construction.

On place un point O, on trace le cercle 4 de rayon choisi
R > 0. On place ensuite un point A sur ce cercle, puis
sans refermer le compas, on reporte autant de fois que
nécessaire la longueur OA sur le cercle afin de revenir au
point A. On nomme les points respectivement A;, B, By, C
et Cl.

Pourquoi cela marche?

Les égalités OA = AA; et OA = OA; impliquent que le tri-
angle OAA, est équilatéral, donc AOA, = 7/3 (on raisonne
en angles géométriques). On montre de la méme maniere
que m = B/O\Bl = m = m = m/3. Puisque la
somme des angles autour du point O est égale a 27, il vient
que C; OA = 7/3. Sachant que OC; = OA, on en déduit que
le triangle AOC; est aussi équilatéral.

AA1BB;CC; est donc un hexagone régulier. On montre alors aisément que les triangles AA; B,
BB, C et CCy A sont isométriques, impliquant AB = AC = CA, et le triangle ABC est lui aussi équi-
latéral.

Dans toute la suite du probléeme, A,B,C désignent trois points du cercle % tels que
le triangle ABC soit équilatéral. On note A’ le milieu du segment [BC] et A” le point
diamétralement opposé au point A sur le cercle %.

I.2 On se propose de déterminer la longueur L des c6tés du triangle ABC.

1.2.1 Déterminer le quotient de longueurs AO/AA’.

D’apres la question précédente, OB = BB} = B;C = CO, donc OBB; C est un losange. Or, dans
un losange, les diagonales se coupent en leur milieu A’, de sorte que A’ est le milieu de [OB,].

Par suite,
AO AO R R

AA T AO+OA' R+E 3R

=1

Wil
[SSH N\
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[.2.2

[.2.3

En déduire la longueur AA’ en fonction de R.

Par le produit en croix, 'égalité précédente est équivalente a

3
2AA'=3A0 o 2AA'=3R o AA’:ER.

Démontrer que L= Rv3.

Puisque L désigne la longueur des cotés du triangle équilatéral ABC, on a A'C = L/2. En
effet, on a déja vu que les diagonales du losange OBB;C se coupent en leur milieu A’. De
plus, les diagonales d'un losange sont perpendiculaires, donc les droites (B;0) = (AA') et
(BC) = (A'B) sont perpendiculaires, impliquant que le triangle AA’B est rectangle en A'.

On peut ainsi appliquer le théoréeme de Pythagore afin de déterminer que :

3 2 1 2
AB>=AA”+A'B*> o LZ:(—R) + 5L)

2

1 9
o LZ—ZLZ:ZRZ o 3I2=9R?> o [%2=3R?
RaN L:R\/gouL:—R\@.

Puisque qu'une longueur est positive, on en conclut que L = Rv/3.

1.3 Soit U un point du cercle % distinct de A. On choisit V et W deux points du cercle ¥
tels que le triangle UVW soit un triangle équilatéral inscrit dans le cercle 7.

I.3.1

1.3.2

Démontrer que les triangles ABC et UVW sont isométriques.

La construction de la question I.1 nous assure que UV W est un triangle équilatéral qui a les
meémes longueurs que le triangle équilatéral ABC. Or, si deux triangles ont les mémes lon-
gueurs respectives de coOtés, alors ils sont isométriques, prouvant que les triangles UVW et
ABC sont isométriques.

Préciser une isométrie du plan transformant le triangle ABC en le triangle UVW
en distinguant les cas de triangles directement ou non directement isométriques.

Distinguons les deux cas de I'énoncé :

UVW est directement isométrique 2 ABC: Les angles orientés ABC et UVW sont donc
les mémes. On obtient ainsi le triangle UVW a partir du triangle ABC par la rotation
r de centre O et d’angle orienté AOU.

UVW est indirectement isométrique 2 ABC: Ceci signifie que les angles orientés ABC et
UVW sont opposés. Par conséquent, les triangles ABC et UWV sont directement iso-
métriques, et le cas précédent nous assure que la rotation r transforme le triangle ABC
en le triangle UW V. De plus, la symétrie ayant pour axe la médiatrice de [VW] (que 'on
note s) transforme le triangle UWV en le triangle UVW.

Au final, la transformation so r transforme bien le triangle ABC en le triangle UVW.

1.4 Justifier les quatre caractérisations de la droite (AA’) comme droite remarquable du
triangle ABC.
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— Nous avons déja vu précédemment que les droites (AA’) et (BC) sont perpendiculaires et que A’
est le milieu de [BC]. Par conséquent et par définition, (AA") est la médiatrice du segment [BC)
dans le triangle ABC.

— (AA') passant par le point A du triangle ABC et étant perpendiculaire au coté opposé [BC] est,
par définition, la hauteur issue de A dans le triangle ABC.

— Puisque (AA") passe par le point A du triangle ABC et passe par le milieu A" du co6té opposé
[BC], il vient par définition que (AA’) est aussi la médiane issue de A dans le triangle ABC.

— Enfin, par symétrie d’axe la médiatrice (AA’) de [BC] et par propriété de la médiatrice, le triangle
AA'B est transformé en le triangle AA'C qu1 sont par conséquent isométriques. Cela entraine
alors I'égalité d’angles géométriques A’AB = ATAC. Par définition, la droite (AA") est alors la
bissectrice issue de A dans le triangle ABC.

.5 Déterminer la longueur de chacun des arcs du cercle % de part de d'autre de la droite
(BQC).

Puisque ABC est un triangle équilatéral inscrit dans le cercle &, les arcs AB, BC et CA (on entend
le plus court des deux arcs possibles pour chaque cas) ontla méme longueur. Ils représentent donc
chacun un tiers de la longueur du cercle, qui vaut 2z R. Il s’ensuit que

. — 2nR — 4n R
le petit arc BC mesure 3 le grand arc BC mesure 3

Partie II : Quelques comparaisons de longueurs de segments

Dans cette partie, les points A, B et C sont fixés sur le cercle %.

II.1 Soit P un point du cercle %, distinct du point A. On note I le projeté orthogonal du
point O sur la droite (AP) et J le projeté orthogonal du point O sur la droite (AB).

I.1.1 Démontrer que si le point P appartient a I'arc BC du cercle ¢ ne contenant pas
le point A, alors TA> JA.

Sile point P se trouve sur I'arc BC ne contenant pas le point A, on peut supposer par symétrie
que P se trouve entre les points A” et C sur le cercle . Il vient alors I'inégalité

A'"P<A'C=A"B.
L'égalité s’explique par le fait que (AA") = (AA”) est la médiatrice de [BC] (question 1.4).

Remarquons que les triangles AA”B et AA” P sont tous les deux inscrits dans le cercle € de
diametre [AA”] (donc un co6té de chacun des deux triangles). Par théoréme du cours, ces
deux triangles sont alors rectangle respectivement en B et P. Par définition des points I et J,
on en déduit que les droites (O]) et (A" B) sont paralleles, ainsi que les droites (OI) et (A" P).
Puisque O est le milieu du c6té commun [AA"] a ces deux triangles, on peut y appliquer le
théoréme des milieux qui nous donne les égalités A"B = 20] et A”P = 20I. Linégalité ci-
dessus devient alors :
20I<20] < OI1<0].
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II.1.2

II.1.3

De plus, les triangles AOJ et AOI sont rectangles respectivement en J et en I (par défini-
tion de ces deux points). En appliquant le théoréeme de Pythagore dans ces deux triangles
d’hypoténuse commune [AO] et en utilisant I'inégalité qui précede, on trouve

AO?> = AJ?+0J? = AI? + OI? < AI? + OJ?
o AP+O0PP<AP+0J? o AJPP<A”

Puisque AI et AJ sont des longueurs, on en déduit que AI > AJ, qui est le résultat recherché.

En déduire que, si le point P appartient a I'arc BC du cercle ¥ ne contenant pas
le point A, alors AP > L.

Le théoréeme des milieux dans le triangle AA” P nous assure que AP = 2AI. De méme, L =
AB =2A]. Linégalité de la question précédente entraine alors

Al > A] & 2AI>22A] ¢ APZ=L

Montrer que si le point P appartient a 'arc BC du cercle ¢ contenant le point A,
alors AP < L.

Une démonstration analogue a celle effectuée dans les deux dernieres questions amenerait
le résultat demandé.

A

AN

II.2 Soient M et N deux points distincts du cercle % tels que la droite (MN) soit perpen-
diculaire a la droite (AA") au point I du segment [0A']. Soient M’ et N’ deux points
distincts du cercle ¥ tels que la droite (M'N’) soit perpendiculaire a la droite (AA”) au
point J du segment [A’A"].

Démontrer que M'N' < BC < MN.

Par définition du point M, le triangle M OI est rectangle en I, donc en appliquant le théoreme de
Pythagore,

R?>=0M? = MI?+OI°.
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On a déja vu que les droites (BC) et (AA’) étaient perpendiculaires. En appliquant le théoréme de
Pythagore dans le triangle BOA’ rectangle en A’, on trouve

R?>=0B?=BA"” + 0A".

Les deux dernieres égalités nous permettent d’écrire que MI? + OI? = BA"”? + OA". Mais I € [0A']
implique que OI < OA’, donc que OI? < OA”, et I'égalité précédente implique alors

MI?+0I°=BA?+0A? >BA?+0I>° = MI?>>BA".

Puisque MT et BA' sont des longueurs, donc des quantités positives, il vient que MI > BA’. Par
symétrie d’axe (AA’), on détermine que NI > CA’. Par addition membre 4 membre des ces deux
derniéres inégalités, on trouve finalement que

MN > BC.

Un raisonnement analogue permet de montrer qu’on a aussil'inégalité BC > M'N’, d’ot1la double-
inégalité
M'N' < BC < MN.

T
Cas ou 0<0<E :

1.3 Soient S et T deux points distincts du cercle % tous deux distincts du point A. On note
6 la mesure en radians de I'angle géométrique ATS; on a donc 0<0 <. On note K le
milieu du segment [AS].

I1.3.1 Calculer les longueurs AK et AS en fonction de R et € en distinguant les trois cas
T

suivants : 0< E, 0= E, 0>—.
2 2

Distinguons les cas proposés par I'énoncé :

Supposons que § < x/2: A,S, T sont trois points du cercle ¢ de centre O. D’apres le théo-
reme de I'angle au centre, puisque les points T et O interceptent le méme arc AS,ona
que -

AOS =2ATS =20.
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Or AOS est un triangle isocele en O (car OA = OS = R), donc par propriété du cours, la
médiatrice (OK) du coté [AS] est aussi la bissectrice de ’angle Ko\s, ce qui implique que
AOK = AOS/2 = 0. De plus, la somme des angles d’'un triangle quelconque étant égale a
7, on a en particulier dans le triangle AOK :

_ o 7T b/
OAK:n—OKA—AOK:ﬂ—E—Q = 5—6 (> 0).
On applique alors les relations de trigonométrie dans le triangle AOK rectangle en K :
_—  AK — T )
c0sOAK=— o AK:OACOSOAK:RCOS(——Q) = Rsin0.
OA 2

Enfin, puisque K est le milieu de [AS], ona AS=2AK =2Rsin#f.
Supposons que 8 = x/2: Dans ce cas, le triangle ATS est rectangle en T. Par propriété du
cours, on a que '’hypoténuse [AS] est un diametre du cercle % (ce qui entraine que S =

A" et donc K = O0) et OA = OT = OS = R. Il vient donc directement que

AK =AO=R=Rsinf et AS=2AK=2Rsinf.
Supposons que 0 > 7/2: A,S, T sont trois points du cercle ¢ de centre O. D’apres le théo-
réme de I'angle au centre, puisque les points T et O interceptent les deux arcs AS,ona

que
AOS =2ATS =2(n-0).

On montre comme précédemment que AOK = AOS/2 = 7 — 6, puis que :
OAK:n—OKA—AOK:n—E—(n—B) :9—5 (>0).
On applique alors les relations de trigonométrie dans le triangle AOK rectangle en K :
_—  AK — b/ )
c0sOAK=— <« AK=0AcosOAK = Rcos (9 - —) = Rsin0.
OA 2
Enfin, puisque K est le milieu de [AS], ona AS =2AK =2Rsin6.

Dans les trois cas, on trouve finalement le méme résultat, a savoir

AK = Rsinf@ et AS=2Rsin6.

11.3.2 Démontrer que si 6 < x/3, alors AS< L.

Par stricte croissance de la fonction x — sinx sur [0,7/3], on a

T T 3
0<0<§ = sin0<sin9<sin§ = 0<2Rsin0<2R7

1.2.3
o 0<AS<RV3 S 0<AS<L.
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I1.3.3

Comparer les longueurs AS et L lorsque 0 > 27x/3.

Par stricte décroissance de la fonction x — sinx sur [27/3,7], on a

27 27 3
?<0<n o sin?>sin0>sinn < 2R%>2Rsin8>0

1.2.3
& RV3>AS>0 & 0<AS<L.

On arrive au méme résultat qu’a la question précédente.

1.4 Soit D un point du cercle ¥ distinct des points A et A". On note p le nombre réel égal

ala

I1.4.1

11.4.2

11.4.3

I1.4.4

longueur AD. On appelle T le cercle de centre D et de rayon p.

Démontrer que le cercle T coupe de cercle ¥ en deux points distincts, le point A
et un autre point noté F.

Puisque D # A”, il existe un point F # A sur le cercle ¢ tel que DF = DA. En effet, il suffit de
reporter le petit arc AD de l'autre coté du point D afin de déterminer F. Puisque DA = DF,
les points A et F se trouvent tous les deux sur le cercle de centre D et de rayon p = AD, cercle
notéI'.

Démontrer que la droite (OD) est la médiatrice du segment [AF]. On note G le
milieu du segment [AF].

Puisque les points A et F sont sur I, il vient que DF = DA. Autrement dit, le point D est
équidistant des points A et F. De méme, puisque les points A et F se trouvent aussi sur le
cercle %, on a que OA = OF. Autrement dit, le point O est aussi équidistant des points A et
F.

On rappelle que tout point équidistant des extrémités d'un segment se trouve sur la mé-
diatrice de ce segment. Par conséquent, les points O et D se trouvent sur la médiatrice du
segment [AF]. Puisque deux points suffisent a définir une droite, il vient que la droite (OD)
est la médiatrice du segment [AF].

Soit D' le point de ¥ diamétralement opposé a D. Calculer I'aire du triangle ADD’
en fonction de R et de p.

Puisque le triangle ADD' est inscrit dans le cercle 4’ dont un diametre est le coté [DD'] de ce
triangle, il vient par théoreme du cours que ce triangle est rectangle en A. En appliquant le
théoreme de Pythagore dans ce triangle, il vient que

D'A?=D'D*-DA*=2R)?—p?=4R?—p> "&° Dp'A=\/ar2-p2.

Laire du triangle rectangle ADD’, notée 74ppr, est donné par le demi-produit de la hauteur
par la base. On en conclut que

AD-AD' _ PV AR — p?

2 2

Aapp' =

En déduire la longueur AF en fonction de R et de p.
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I1.4.5

Les droites (AF) et (OD) = (DD') étant perpendiculaires (question I1.4.2), le segment [AG] est
aussi une hauteur du triangle ADD’. La base associée est le segment [DD']. Par suite,

AG-DD' _ p\/4R? — p? AC = P\ 4R? — p? _ p\/4R? — p?
! 2R ’

2 2 DD

MADD’ =

G étant le milieu de [AF], il vient alors

AF =2AG=2

PVAR?—p® _ py/4R? - p?
2R R '

Résoudre I'inéquation suivante :
xV4R2 - x2> R*>V3,

pour x nombre réel de I'intervalle ]0,2R].

Définissons, pour tout x € ]0,2R|[, la fonction f par f(x) = xV4R? — x2. f est dérivable sur cet
intervalle, et pour tout x de cet intervalle, on a:

—2x AR? —x?>—x*> 2(2R%?-x?
f'(x)=VA4R2—x%2+x - A )

2VARE—x2 VAR —x2 \JQRZ-A22

Soit alors x dans l'intervalle ]0,2R[. Puisque x < 2R, on a v/(2R)2 — x2 > 0 et de plus, 2 > 0,
donc f(x) est du signe de 2R? — x2. Or

0 2R2—x2>00 x2<2R* o x<RV2,

o 2R?-x>=0< x*=2R?> © x=RV2,

o 2R?-x*<0e x*>2R*> & x> RV2.

On en déduit que f est strictement croissante sur |0, Rv/2] et décroissante sur [Rv2,2R].

Résolvons alors 'équation f(x) = R*v/3.0na:
F(x) = R2V3 o x2(4R* - x%) -3R* =0 & (x)° —4R%(x®) +3R* = 0.

Posons alors g(X) = X? —4R?X +3R*. Le discriminant A de g est égal 2 6 = (4R?)?> —4-3R* =
(2R%)2 > 0 (car R > 0). Par conséquent, g admet deux racines réelles données par
4R? - 2R? 4R%+2R? )
=———— =3R%

XI:T:RZ ou X,=

On en tire que f(x) = R*>\/3 si et seulement si
Xx1=vVXi=R ou xx=—-vVvX;=—-R ou x3=vX =RV3 ou X4 =— Xg:—R\/g.

Puisque x > 0, les deux solutions de I'équation f(x) = R?>\/3 sont x; et x3. Enfin, puisque
x1 = R€1]0,RV?2] et x3 = RV3 € [RV2,2R], le sens de variations de f nous permet de conclure
que

f(x)>R*V3 o xe[RRV3I.
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11.4.6 Démontrer que I'ensemble & des nombres réels p de l'intervalle 10,2R][ tels que
AF > L est le segment [R,RV/3].

Soit & ={p €10,2R[| AF > L}. Alors

& E {pe]O,ZR[|

Rz0 {p €10,2R[| p\/4R? - p2 > LR}
123 {p €10,2R[ | p\/4R? - p? >R2\/§}

4 {p €10,2R[|pe [R,R\/§]}
= [R,RV3].

—pv4R2_p2>L}
R =

I.5 Soit E un point du disque de centre O et de rayon R distinct du point A. La droite (AE)
coupe le cercle € en un point noté E' autre que le point A.

I1.5.1 Démontrer que AE’ > L si et seulement si le point E appartient au domaine grisé
sur la figure ci-dessus.

"=": Supposons que AE' > L. La contraposée de la propriété établie a la question 1.1.3
s'écrit : "Soit P € €. Si AP > L, alors P appartient a I'arc BC ne contenant pas le point
A." En appliquant cette propriété au point E’ qui se trouve sur le cercle, on trouve que E’
appartient a l'arc BC ne contenant pas le point A. Ceci n’est possible que lorsque E est
dans le domaine grisé.

"<": Supposons que E appartienne au domaine grisé. Dans ce cas, les points A et E’ sont
tous deux sur le cercle, mais de part et d’autre de la droite (BC). Par conséquent, E se

trouve sur 'arc BC ne contenant pas le point A, et la question 1.1.2 permet de conclure
que AE' > L.
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11.5.2 Déterminer I'aire du domaine grisé, ensemble des points E du disque tels que la
corde [AE'] associée soit de longueur supérieure ou égale a L.

La rotation de centre O et d’angle 27/3 conserve globalement la figure. Ceci signifie que 'aire
de chacune des deux parties non grisées est égale a celle de la partie grisée privée du triangle.
Notons .27; son aire, et <7, celle du triangle équilatéral ABC, de sorte que l'aire totale, notée
o/ soit égale a .o} + 5.

Déterminons <% : On a déja vu que AA' = %R. Par conséquent, puisque les droites (AA’) et
(BC) sont perpendiculaires, on a

BC-AA' R L 3 3
oty = 123 R RV3=3V3 \/_

2 2

Déterminons <7y : Laire du cercle, égale a mR?, est aussi égale a 3.7, + .2%. D’oll

nR*-ah WR* V3 T V3
o = 2 _ —£R2:R2 __£.
3 3 4 3 4
Il vient finalement que
3 /4 3 3V3 =& 3 b4 3
o = o+ ,ofz_i ) ) BT A E RN E) BT EARE] |
3 4 4 3 4 3 2

Partie 111 : Le paradoxe de Joseph Bertrand

Joseph Bertrand fut éléve et professeur a I'Ecole polytechnique, puis professeur au Collége
de France. Nous lui devons le paradoxe abordé aujourd’hui qui, au méme titre que « I'aiguille
de Buffon », a contribué a établir la nécessité de préciser le sens de la phrase « choisir au
hasard » quand le choix s’opére dans un ensemble infini.

L’énoncé du probléme posé par Joseph Bertrand peut étre donné sous la forme suivante :
« Tracons au hasard une corde dans un cercle. Quelle est la probabilité pour qu’elle soit
plus longue que le cé6té d’un triangle équilatéral inscrit dans ce cercle 7 »

Nous allons voir que selon la facon de modéliser le probléme, le sens donné au terme « choi-
sir au hasard » varie et les résultats relatifs aux probabilités sont différents.

Dans ce qui suit, on adopte les conventions suivantes :
¢ « Choisir au hasard » un réel x dans un intervalle la,b[ (avec a < b) signifie que la

probabilité que pour tout segment [c,d] inclus dans l'intervalle ]a, b, le réel x appartienne
-c

au segment [c,d] vaut

-a
¢ « Choisir au hasard » un point M dans un segment [PQ] (avec P # Q) signifie que pour
tout segment [XY] inclus dans le segment [PQ], la probabilité que le point M appartienne

au segment [XY] vaut —.

PQ
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o « Choisir au hasard » un point M sur le cercle % signifie que pour tout arc XY du cercle
longueur de XY

périmétre du cercle’

¢ « Choisir au hasard » un point M dans un sous-ensemble Q du plan dont on peut calculer
I'aire (et dont I'aire est non nulle) signifie que, pour tout sous-ensemble A de Q dont on
peutdcalculer I'aire, la probabilité que le point M appartienne au sous-ensemble A vaut
aire de A

aire de Q°

%, la probabilité que le point M appartienne a I'arc XY vaut

Dans toute cette partie, nous noterons P(A) la probabilité d'un événement A quelconque.

III.1 Premier modéle proposé.
On fixe A sur le cercle ¥. On « choisit au hasard » un point P du cercle 7.
Calculer la probabilité que la corde [AP] du cercle & ait une longueur supérieure ou
égale a L.
A partir du point A, on construit le triangle équilatéral ABC inscrit dans le cercle ¢, selon la mé-

thode décrite dans la question I.1. La contraposée de la question II.1.3 nous donne le résultat

suivant : "si AP > L, alors P appartient a ’arc BC du cercle % ne contenant par le point A." Ainsi,
la probabilité que la corde [AP] du cercle % ait une longueur supérieure ou égale a L est la méme

que la probabilité que P appartienne a I'arc BC du cercle ¢ ne contenant par le point A.

Or, d’apres la troisieme caractérisation du terme « choisir au hasard », il vient que

P(AP > 1) P(Pe BC ne contenant pas A)

longueur de I'arc BC ne contenant pasA 1

périmetre du cercle ¢ 3

En effet, les trois parties du cercle privé du triangle équilatéral ABC sont les mémes, signifiant que

les petits arcs AB, BC et CAontlameéme longueur, et puisque ces trois petits arcs forment le cercle
% ,1'addition de leur longueur est égale au périmetre du cercle .

III.2 Deuxieme modéle proposé.
On fixe un diamétre [AA"] du cercle ¥. On « choisit au hasard » un point I du diamétre
[AA"] puis on trace la corde [MN] du cercle ¥ perpendiculaire au diamétre [AA"] au
point 1.
Calculer la probabilité que la corde [MN] ait une longueur supérieure ou égale a L.

Soit encore I; le milieu du segment [OA”] et I, celui du segment [OA]. D’apres la question I1.2, si
I € [O6], alors MN > L. Par symétrie d’axe la perpendiculaire au diametre [AA”] en O, on aura
aussi que si I € [Ol,], alors MN > L. On en déduit que P(I € [I;5]) = P(MN > L). Par définition
de Il et 12, 1112 = AA"/Z,R/Z.

D’apres la deuxiéme caractérisation du terme « choisir au hasard », il vient que

P(MN>R)—P(I€[II])—IlIZ—%R—l
Z V2l= 44~ R T2
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I11.3

I11.4

I11.5

Troisieme modéle proposé.

On fixe un point T sur le cercle ¥. On « choisit au hasard » un réel 8 dans l'intervalle
10,7 puis on construit une corde [AS] du cercle % telle que I'angle géométrique ATS
ait pour mesure 6.

Calculer la probabilité que la corde [AS] ait une longueur supérieure ou égale a L.

Les questions 11.3.2 et I1.3.3 nous assurent que si 8 < 7/3 ou 8 > 27/3, alors AS < L. La contraposée
de cette propriété s’écrit: "sif > /3 et 6 < 2m/3, alors AS > L." Autrement dit, si 6 € [%, %”], alors
AS> L, desorte que P(0 € [£,%]) = P(AS > L).

D’apres la premiere caractérisation du terme « choisir au hasard », il vient que

P(AS}L):P(HE

Quatrieme modele proposé.

On fixe un point D du cercle ¥. On « choisit au hasard » un réel p de l'intervalle
10,2R[. Alors le cercle @ et le cercle de centre D et de rayon p se coupent en deux
points distincts notés A et F.

Calculer la probabilité que la corde [AF] du cercle € ait une longueur supérieure ou
égale a L.

D’apres la question 11.4.6, les nombres réels p de I'intervalle ]0,2R][ tels que AF > L sont les réels
p de l'intervalle [R, Rv/3]. A nouveau, d’apreés la premiere caractérisation du terme « choisir au
hasard », il vient alors que

P(AE'>1)=P(pe[RRV3]) = ~ 0,366.

RV3-R R(3-1) V3-1
2R-0 2R 2

Cinquieme modeéle proposé.

On fixe un point A sur le cercle %. Puis on « choisit au hasard » un point E a l'intérieur
du disque de centre O et de rayon R. La droite (AE) coupe le cercle ¥ en un point E’,
distinct du point A.

Calculer la probabilité que la corde [AE'] du cercle € ait une longueur supérieure ou
égale a L.

D’apres la question I1.5.1, AE’ > L si et seulement si le point E appartient au domaine grisé sur la
derniere figure ci-dessus, que I'on note A. Puisque A est un sous-ensemble du disque Q2 de centre
O et de rayon R, et que nous savons calculer |'aire de ces deux domaines, la derniére caractérisa-
tion du terme « choisir au hasard » nous permet d’écrire que

R2 z+£
3 2 1 V3

airede A 1152
- = = -+ —=0,609.
aire de Q T R? 3 27

P(AF>L)=P(EeA) =
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Probléme 2 : Etude d’une courbe plane définie
par une équation implicite

Présentation du probléeme : On munit le plan d'un repére orthonormé (0;7,7). On considére
la courbe T du plan définie par I'équation suivante dans le repére (0;7,7) :

Yy +xy-e* =0,

ce qui signifie qu'un point M du plan de coordonnées (x,y) dans le repére (0;7,)) est un
point de la courbe T si et seulement si y®+xy—e*=0.

Un logiciel de tracé de courbes nous montre (approximativement) les points de la courbe I’
pour -4<x<4et -2<y<3:

Le but de ce probléme est I'étude de I'ensemble des points I' d’ordonnée strictement positive.

La partie | prouve I'existence d'une fonction f telle que I'ensemble des points de I d’or-
donnée strictement positive est une courbe I'y d’équation y = f(x). La partie Il étudie les
variations de la fonction f et la partie Ill permet la mise en évidence d’une courbe asymptote
a la courbe T;.

On pourrait également prouver |'existence d'une fonction g telle que I'ensemble des points
de I' d'ordonnée strictement négative est une courbe I'; d’équation x = g(y), mais cette étude
n'est pas développée dans ce probleme.



CAPES interne 2008

15

Partie I : Définition de la fonction f

I.1 Justifier I'existence d'un unique point de I' d’'abscisse x =0.

Lorsque x = 0, le point M(x, y) = M(0, y) (s'il existe) doit vérifier 'égalité y° + xy—e*=3y3-1=0
pour se trouver sur I'. Cette équation est équivalente a y® = 1, et puisque y est un nombre réel,
il vient y = 1. La solution de cette équation existe et est unique, assurant |’existence d'un unique
point de I" d’abscisse nulle.

1.2 Démontrer qu’aucun point M de I’ n’a une ordonnée nulle, c’est-a-dire que l'intersection
de T avec l'axe x'Ox d’'équation y =0 est vide.

Si un point M de I' a une ordonnée nulle, alors les coordonnées (x, y) = (x,0) de ce point doivent
vérifier I'égalité y> + xy — e¥ = —e* = 0. Cette équation n’admet aucune solution puisque e* > 0
pour tout réel x. Ceci prouve qu’aucun point M de I' n’a une ordonnée nulle.

1.3 Dans cette question on note > la fonction définie pour tout nombre réel ¢ de I'intervalle
10, +ool par @a(t) = 3 +2t— 2.

[.3.1 Soit £ un nombre réel strictement positif vérifiant I'’équation ¢, () =0, s'il en existe.
Que peut-on dire du point M de coordonnées (2,t) ?

Supposons qu’il existe un nombre réel ¢ strictement positif vérifiant I'équation ¢, (f) = 0.

Alors

p201)=0 < 2+2t—e?=0 o M@, pel.

1.3.2 Justifier que la fonction ¢, est dérivable sur l'intervalle 10,+oco[ et calculer sa

dérivée.

La fonction ¢, est une fonction polynémiale de degré 3. Elle est ainsi dérivable sur R, donc
en particulier sur I'intervalle ]0, +oo[. De plus, pour tout £ >0,0on a:

@h(1) =31* +2.

1.3.3 Dresser le tableau de variations de la fonction .

Remarquons que 3#% + 2 > 0 pour tout réel t. Le tableau de variations de la fonction ¢, est
donné ci-dessous :

r |0 +00
@y (1) +
+00
P2 /
—e?

De plus, lim g, (1) = 03+2-0—¢®=—e.

Rappelons que la limite en +oo d'une fonction polyndmiale
est déterminé par la limite du terme de plus haut degré, d’ ot
lim ¢, (f) = lim £ = +o0.

t—oo t—o0
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1.3.4

1.3.5

En déduire qu'’il existe un unique réel y, strictement positif tel que ¢2(y2) =0.

D’apres la question précédente, la fonction ¢, est strictement croissante sur l'intervalle ]0,
+ool. Elle réalise donc une bijection de cet intervalle vers ] — e, +oo[ qui contient le nombre
0. Par définition d'une bijection, il existe un unique nombre y, > 0 tel que ¢2(y2) = 0.

A I'aide de la calculatrice, justifier I'encadrement suivant :

- < < —.
2 Y25}

Par stricte croissance de la fonction ¢, sur l'intervalle ]0, +oco[, on a :
3< <7 < (3)< (y) < (7) = (3)<0< (7)
5 y2 1 ¥2 > P21y2) < P2 4 @2 5 () 1l

Or, la calculatrice donne :

a

3y (3} , 27 5
—| +2|=]-¢ :E+3_e ~—-1,01<0

2 2
7 713 7 , 384 7 2
2|~ —| +2|—-|—-e“=—+——¢ z1,47>0
4 4 4 64 2

La troisieme double-inégalité précédente étant vraie, il vient par équivalence que la premiére
I'est aussi, d’ou I’encadrement recherché.

1.4 Dans cette question on note ¢@_; la fonction définie pour tout nombre réel ¢ de I'inter-

valle 10, +oo[ par @_»(t) = £2 -2t —e2.

2

1.4.1 Dresser le tableau de variations de la fonction ¢_;.

Remarquons que la fonction ¢_, est aussi une fonction polynémiale de degré 3. Elle est ainsi
dérivable sur R, donc en particulier sur ]0, +ool, et pour tout réel ¢ de cet intervalle, on a

@, (1) =3t -2.
Observons encore que
2 2 2 t>0 2
3t°-2=0 © t'==- o t=1/-
3 3

2 2 2 t>0 2
3t°-2>0 < t>§ o > §’

2 2 2 t>0 2
3t"-2<0 < t<§ & < §

Cette étude nous permet de dresser le tableau de variations de la fonction ¢_» :

P, (1) - (P + tl‘_)o N
~-0,14 +00 o lim ¢_»(1) = lim £7 = +oo,

i TNC T

~-1,22

2\ 2 /2 2 _,
Zl=21/2-2y/2-e 2= -1,22.
3] 73V3 “V3
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[.4.2 En déduire qu'il existe un unique nombre réel y_, strictement positif tel que

@_2(y-2)=0.

Sur l'intervalle ]0,v2/3] : La fonction ¢_, est strictement décroissante. Elle réalise donc

une bijection de l'intervalle ]0, v2/3] vers [—g\/g— e‘z,—e_z[ qui ne contient pas le
nombre 0. Par définition d’'une bijection, il n’existe aucun nombre dans l'intervalle ]0,

v2/3] tel que son image par ¢_, soit égale a 0.

Sur l'intervalle [v2/3, +oo[: La fonction ¢_, est strictement croissante. Elle réalise donc

une bijection de l'intervalle [v2/3, +o0[ vers [—%\/g —e?, +oo[ qui contient le nombre

0. Par définition d'une bijection, il existe donc un unique nombre y_, dans l'intervalle
[V2/3,+o0[ tel que p_2(y-2) =0.

Au final, il existe un unique nombre y», strictement positif tel que ¢_»(y-2) = 0.

1.4.3 Prouver que 1,45 est une valeur approchée a 5-1073 prés du nombre réel y_,.

On a les équivalences suivantes :

1,445 < y_p < 1,455 < _»(1,445) < @_5(y_2) < ¢_(1,455) < ¢_»(1,445) < 0 < ¢_»(1,455).

La calculatrice donne alors :

(1,445)3 —2-1,445 — e** ~ —0,0081 < 0,
(1,455)3 —2-1,455 — e"*® ~ 0,0349 > 0.

¢_2(1,445)
(p—-2(1,455)

La troisieme double-inégalité ci-dessus est donc vraie, et par équivalence, la premiere I’est aussi,
nous prouvant que 1,45 est une valeur approchée 4 5-1073 pres.

1.5 Dans cette question, x est un nombre réel quelconque fixé. On note ¢, la fonction

défi

[.5.1

1.5.3

nie pour tout nombre réel t de l'intervalle ]0,+o0[ par :

@)= +xt—e".

Justifier que la fonction ¢, est dérivable sur l'intervalle [0,+o0o[ et calculer sa
dérivée.

La fonction ¢, est une fonction polyndomiale de degré 3, elle est donc dérivable sur R, et en
particulier sur ]0, +oo[. Pour tout réel £ >0, on a donc:

@ (=3 +x.

Dresser le tableau de variations de la fonction ¢, dans chacun des deux cas sui-
vants :
¢ x<0,
o x=0.
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Supposons tout d’abord que x < 0. Alors —x > 0 et

P(H<0

s X 10 x
t <—§ < t< —g.

On peut ainsi dresser le tableau de variations de la fonction ¢, lorsque x <0 :

t |0 —% +00
@ (D) - 0+
—-e*<0 +00
(px \ /
< -—e*

Supposons maintenant que x > 0. Alors

. _ X
o ltlgé(px(t)— e’

o lim ¢, (8) = lim £3 = +o0,
t—o00 t—o00

2x X

———e*<-e".
3 3
S~ —
<0 >0

@ (H=3t"+x>0 (cart>0).

On peut ainsi dresser le tableau de variations de la fonction ¢, lorsque x > 0 :

t 0 +00
@ (D) +
+00
Px
-e¥ <0

De plus,
%ir%(px(t) =—e*<0et

lim ¢, (£) = lim £ = +o0.
f—o00 f—o0

1.5.3 Déduire de cette étude que, pour tout nombre réel x, il existe un unique nombre
réel y, strictement positif tel que @(yx) =0. Ce nombre réel y, est noté f(x).

x<0: Surlintervalle ]0,v—x/3] : La fonction ¢, est strictement décroissante. Elle réalise
donc une bijection de I'intervalle ]0, v —x/3] vers [(px(\ / —%), —ex[ qui ne contient pas

le nombre 0. Par définition d'une bijection, il n’existe aucun nombre dans l'intervalle
10, v —x/3] tel que son image par ¢, soit égale a 0.

Sur I'intervalle [v —x/3, +ool : La fonction ¢ est strictement croissante. Elle réalise donc

une bijection de l'intervalle [V —x/3, +oo[ vers

(Px(w /—%), +oo[ qui contient le nombre

0. Par définition d’'une bijection, il existe donc un unique nombre y, dans l'intervalle
[V —x/3,+oo[ (inclus dans l'intervalle ]0, +oo[) tel que ¢ (yy) =0.

x> 0: Lafonction ¢, est strictement croissante. Elle réalise donc une bijection de 'inter-
valle 10, +oo[ vers [—e*, +oo[ qui contient le nombre 0. Par définition d'une bijection, il
existe donc un unique nombre y, dans I'intervalle ]0, +oo[ tel que ¢ (yy) = 0.

Au total, quelque soit le réel x, il existe un unique nombre y, dans l'intervalle ]0, +ool tel que
@x(yx) = 0. Ce nombre sera noté dans la suite du probleme f(x).

x désignant un nombre réel fixé, f(x) est donc déterminé par les conditions suivantes :

(1)

[FOP+xfx)-e*=0 et f(x)>0.
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Ainsi, la fonction f est définie sur R et a valeurs dans R}. La courbe I'; représentative de
la fonction f dans le repére (0;7,]) est I'ensemble des points de la courbe T d’ordonnée
strictement positive.

1.6 Quelques études de signes.
1.6.1 Démontrer que, pour tout nombre réel x, on a : 3[f(x)]2+x>0.
On a, pour tout nombre réel x, les relations suivantes :
1) o [fw]’+xf=e et flx)>0
ex

f

= [f(x)]2+x>0

= 3[f]*+x>0 car2[f(x)]*>0.

o [f(x)]2+x: et f(x)>0

1.6.2 Démontrer, a I'aide de la question 1.5.2, que pour tout nombre réel x et pour tout
nombre réel t strictement positif, les expressions 3+ xt—e* et t— f(x) sont de
méme signe et s’annulent simultanément.

D’apres la question 1.5.3, la fonction ¢, s’annule en f(x), pour tout réel x. Ensuite, la fonction
t — t— f(x) s’annule clairement pour ¢ = f(x), justifiant que les deux expressions >+ xt — e*
et t — f(x) s’'annulent simultanément, pour tout réel x.

De plus, d’apres la questions 1.5.2, on peut affirmer que pour tout réel x, le nombre ¢, () est
négatif sur 0, f(x)] et positif sur [ f(x), +oo[. De plus,
t—f(x)>0=>t> f(x), et - fx)<0=>t< f(x),

justifiant ainsi que ces deux expressions sont de méme signe pour tout réel x.

1.7 Calcul de quelques valeurs de f.

[.7.1 Déterminer f(0).

Nous déterminons f(0) simplement en remplacant x par 0 dans la relation (1) :

f(0)>0

[FO]+0f0)-e’=0e o[fO)]’=1 "= fO)=1.

1.7.2 Donner une valeur décimale approchée a 1072 prés de f(2) et de f(-2).

Nous savons déja que y_, = f(—2) = 1,45 est une valeur approchée a 5-1072 pres, donc a
fortioria 1072 pres, d’apres la question 1.4.3.
Lencadrement

3 7
202 ]
trouvé a la question 1.3.5 ne permet cependant pas de déterminer une valeur approchée a
1072 prés du nombre y» = f(2). Un tableur nous donne alors les valeurs approchées sui-

vantes, pour x compris entre 1,5 et 1,75 :
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x| e | x | @@ [ x [ ¢ |
1,505 | —0,970193474 || 1,605 | —0,044535974 || 1,705 | 0,977421526
1,515 | —0,881790224 || 1,615 | 0,053227276 | 1,715 | 1,085144776
1,525 | —0,792477974 || 1,625 | 0,151959526 | 1,725 | 1,193897026
1,535 | —0,702250724 || 1,635 | 0,251666776 | 1,735 | 1,303684276
1,545 | -0,611102474 || 1,645 | 0,352355026 | 1,745 | 1,414512526
1,555 | —0,519027224 || 1,655 | 0,454030276
1,565 | —0,426018974 || 1,665 | 0,556698526
1,575 | —0,332071724 || 1,675 | 0,660365776
1,585 | —0,237179474 || 1,685 | 0,765038026
1,595 | -0,141336224 || 1,695 | 0,870721276

Ce tableau nous assure que
—0,044535974 <0< 0,053227276 <  ¢2(1,605) < ¢2(f(2)) < ¢2(1,615).

Par stricte croissance de la fonction ¢, sur I'intervalle ]0, +oo[ (question 1.3.3), cette derniére
inégalité implique que
1,605 < f(2) <1,615.

Puisque I'arrondi a 1072 pres de tout nombre compris dans l'intervalle [1,605 ; 1,615[ est
1,61, on en déduit que f(2) = 1,61 est une valeur décimale approchée a 1072 pres.

Partie II : Etude des variations de la fonction f

*

II.1 Nous admettrons que la fonction f, définie sur R et a valeurs dans R}, est dérivable

sur R.

II.1.1

II.1.2

Démontrer, a I'aide des conditions (1) et de la question 1.6, qu'on a pour tout
nombre réel x :

f’(x):e_—fix).
3[fx)] " +x

La dérivation de la relation (1) donne les implications suivantes, pour tout réel x :

1) = 37/ [fO]+(1-f@+x f'(x)-e"=0
N f’(x)(3[f(x)]2+x):ex—f(x)
e*— f(x)

— = car3[f)]*+x>0dapresL6.1.
3[f]*+x

flx)=

En déduire que pour tout nombre réel x, f'(x) est du signe de e?* +x—1.

Soit x un réel quelconque. D’apres la question 1.6.1, I'expression 3| f (x)]2 + X est strictement
positive : f'(x) est donc du signe de 'expression e* — f(x) d’apres le résultat précédent.

Or e* > 0, donc la question 1.6.2 nous assure que les expressions e* — f(x) et (e*)3 + xe* —
e* = e*(e** + x — 1) sont de méme signes, impliquant donc que f’(x) est du méme signe que
I'expression e*(e?* + x —1).
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II.1.3

II.1.4

Enfin, puisque e* > 0, les expressions e*(e?* + x — 1) et e>* + x — 1 sont de méme signe, ce qui
nous permet finalement de conclure que f'(x) est du signe de e+ x—1.

Etudier les variations de la fonction u définie pour tout nombre réel x par :

ux)=e**+x-1.

La fonction u est dérivable sur R en tant que somme de fonctions dérivables. De plus, pour
tout réel x,
u'(x) =2 +1>0,

ce qui nous permet d’écrire que la fonction u est strictement croissante sur R.

En déduire le signe de f'(x) selon les valeurs du nombre réel x.

Remarquons que ©(0) = 0. La question II.1.2 nous permet alors d’étre 1égerement plus précis :
¢ Pour tout x dans ] — 00,0, u(x) < 0, ce qui implique que f’(x) <0,
¢ Pour tout x dans ]0, +ool, u(x) > 0, ce qui implique que f’(x) > 0.

Vérifions encore que f’(0) vaut bien 0 :

, e~ f0) 171 1-1
(0 = > = > =
3[fO] -0 1--0

1.2 Calcul des limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition.

I1.2.1

11.2.2 Déterminer la limite de e*—x

Démontrer que f(x) tend vers +oco lorsque x tend vers —oo.

La question I.6.1 amene les équivalences suivantes, valables en particulier pour tout nombre
réel x négatif :

3[f]*+x>0 « [f(x)]2>—§ e f(x)>\/—§,

Or lim v —-x/3 =400, donc par théoréeme de comparaison, il vient que
X——00

xlirp f(x) = +o0.

3 _x? lorsque x tend vers +oco. En déduire qu'il existe

un nombre réel strictement positif A tel que, pour tout nombre réel x supérieur
ou égal a A, on a:
e > 1%+ X2

Pour tout nombre réel x,on a:
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I1.2.3

11.2.4

Par croissances comparées entre la fonction exponentielle et la fonction puissance, on sait

que
X

1
lim — = +oo, etdeplus, lim —=0.
X—00 X X—00 X

3

On en déduit alors que lim e* — x° — x? = +o0o0. Par définition de la limite,

X—00
VB>0, 3A>0 | Vx>A, e —x-x*>B,
ce qui s’écrit plus simplement

JA>0|Vx>=A e —x—x*>0 =N JA>0|Vx>A, e >x3+x%

Démontrer que pour tout nombre réel x supérieur ou égal a A, on a : f(x) > x.

La question 1.6.2 nous assure que les expressions > + xt — e et t — f(x) sont de méme signe.
Or, lorsque t = x > A, le résultat précédent nous permet d’écrire que x> + x? — e* < 0, ce qui
implique donc que x — f(x) < 0. D’ou le résultat :

Vx> A f[f(x)==x.

En déduire que la fonction f a une limite lorsque x tend vers +oco et déterminer
cette limite.

Puisque lim x = +o0, le théoreme de comparaison et le résultat rpécédent permettent de
X—00

conclure directement que f admet une limite lorsque x tend vers +oo et que

xlggo f(x) = +o0.

I1.3 Dresser le tableau de variations de la fonction f.

Les questions

o 1.7.1 pourlavaleur en 0 de la fonction f,

o I1.1.4 pour le signe du nombre f'(x),

o I1.2.1 pour la limite de f(x) lorsque x tend vers —oo et

¢ I1.2.4 pour la limite de f(x) lorsque x tend vers +oo

nous permettent de dresser aisément le tableau de variations de la fonction f :

X |00 0 +00
f'(x) - 0 +

+00 +0o0

NS

1
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Partie I1I : Etude d’une courbe asymptote a la courbe I';

Soient fi et f> deux fonctions définies sur l'intervalle ] —00,0[ a valeurs dans R.

On dit que les courbes d’équations y = fj(x) et y = fo(x) sont asymptotes |'une de l'autre au
voisinage de x =—co quand lim (f2(x) - fi(x)) = 0.
——00

Si de plus pour tout nombre réel x de l'intervalle | —o0,0[, on a fj(x) < f2(x), on dit que la
courbe d’'équation y = f>(x) est au-dessus de la courbe d’équation y = fj (x).

III.1 Recherche d’une courbe asymptote a I'y au voisinage de x = —oco.

I.1.1

II.1.2

Démontrer que, pour tout nombre réel x, on a :
ex
fx) = -
fx)

On a les équivalences suivantes, pour tout nombre réel x :

X X
W e [f0] +xfw-e=0"S" [fw)’ = % T2 = fe(x)

Démontrer que la courbe d’'équation y = /—x est asymptote a la courbe I'; re-
présentative de la fonction f au voisinage de x = —co, et déterminer la position
relative de ces deux courbes lorsque le nombre réel x décrit I'intervalle ] —o0,0].

Soit x un nombre réel négatif quelconque, de sorte que y/—x > 0. Alors, d’apres ce qui pré-
cede,

(f ) = v=%)(f (%) + vV=X)

fx=v=x O+ vx
2
75+ -
B F0)+v=x
o x—(=x) o
T Ve fof@rvex)

Les nombres e, f(x) et y/—x étant strictement positif sur ] —oo, 0[, on en déduit que pour tout
nombre réel x strictement négatif, f(x)—+/—x >0, soit f(x) > /—x. Par définition, la courbe
I'y représentative de f se trouve au-dessus de la courbe d’équation y = /—x sur l'intervalle
] —o0,0l.
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De plus, la fonction x — x!/3 est strictement croissante sur I'intervalle ]0, +oo[. Une transfor-

mation des conditions (1) nous amene alors a écrire que :

e —[f]? oo X0
x

flx) = ex—[f(x)]3<0 > e < f(x)
> f@O(fx)+V=x)>e5(e5 +v=x)
e* e’
= (0<) < —
fEfO+V=X) e3(e3 +~x)
es
= 0<f(X)_ —x<£—
es +v/-x
2x
— 0<fl)-vx<—2"
e§(1+‘/?)
es3
e3
= 0<f(x)—v—-x< )
1+ %x

Limplication de la troisieme est possible car le dénominateur est strictement positif, donc
non nul.

Or, d’apreés les croissances comparées entre la fonction exponentielle et la fonction racine
carrée, on peut dire que

On applique alors le théoreme des gendarmes qui nous assure que

X
3

e

O<)}_i}r_n (f(0) - v=x) <xlim

< 0< lim (f(x)-v-x)<0,

X
es3

c'est-a-dire lim (f(x) — v/=x) = 0. Par définition, la courbe d’équation y = y/=x est donc
X——00
asymptote a la courbe I'; représentative de la fonction f au voisinage de —oo.

1.2 Tracer dans le repére (0;7,7) la courbe T'; et la courbe d'équation y =+/-x, avec une
unité graphique de 2 cm.
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Remarques

Ilestdit dans’énoncé : "on pourrait également prouver I'existence d'une fonction g telle que ’ensemble
des points de I' d’ordonnée strictement négative est une courbe I', d’équation x = g(y) mais cette étude
n’'est pas développée dans ce probleme." Développons-la quand simple, ne serait-ce que par curiosité. ..

Montrons d’abord I'existence d’une telle fonction g :
Soit y un nombre réel strictement négatif fixé. Définissons, pour tout ¢ de I'intervalle | —oo, 0[, la fonction

vy =y +ty-e.

Cette fonction est clairement dérivable en tant que sommes de fonctions dérivables, et pour tout ¢ €
]—00,0[,0ona
yy()=y—e' <0 cary<0.

Puisqu’en plus
. 3 y<0 . . 3 3
[llr_n yy(t)=y —y-0c0o-0= thr_n Wy () =+oco et ltméuly(t):y -y-0-1=y"-1<0,

on en déduit que v, est strictement décroissante sur | — oo, 0, réalisant ainsi une bijection de cet inter-
valle dans [ y3 —1,+oo[ qui contient 0. En conséquence, il existe un unique nombre x, € ] —oo,0[ tel que

Wy(xy) =0.

Ce nombre sera noté dans la suite g(y), de sorte que (toujours pour un nombre réel strictement négatif
y fixé) g(y) soit déterminé par les conditions suivantes :

) V+ygpm—-e8¥V =0 et gy <o.

la fonction g est définie sur R* et a valeurs dans R*. La courbe I'; représentative de la fonction g dans le
repere (0;7,]) est 'ensemble des points de la courbe I" d’ordonnée strictement négative.

Etudions maintenant la limite en —co et les variations de cette fonction g :
y est encore un nombre réel strictement négatif fixé. La limite ne nous intéresse pas pour la recherche
de I'asymptote.

D’une part, la dérivation de 1'égalité (2) nous donne (toujours avec g(y) <0)

3%+ 8y

oy O

3y +gN+yg 1 -gWefV =0eg'(y) =
Puisque y est strictement négatif, le dénominateur est strictement positif, entrainant que g’(y) est du
méme signe que 3y? + g(y). Rappelons que nous avons déterminé que la fonction 1, était strictement
décroissante sur ] —oo,0[ et que wt(g(y)) = 0. Par conséquent, les nombres v, (f) et —¢ + g(y) sont du
méme signe. En particulier, pour ¢ = —3y?, on aura que Wy (=3 y?) est du méme signe que 3y? — g(y),
donc que g'(y). Or

vy (=3y) =y -3y y - e 3V = —2y3 P —(e‘g’y2 +2y°).

2 . L . -
Posons alors h(y) = —(e~3V" +2y%) pour tout nombre réel y strictement négatif. Cette fonction est déri-
vable sur ] — oo, 0[ en tant que somme de fonction dérivables, et pour tout y de cet intervalle, on a

W () =—(-6ye +6y%) =6y(e™> - y).
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Puisque y <0, —y > 0 implique e 3V - y > 0. Et puisque 6y < 0, il vient que h(y) < 0 pour tout nombre
réel y strictement négatif, entrainant que la fonction h est strictement décroissante sur l'intervalle | —
00, 0[. De plus, quelques calculs simples de limites donnent :

lim h(y) =+o0 et lim h(y) = -1.
y—-oo y=0

Par conséquent, la fonction h opere une bijection de I'intervalle ] — oo, 0] vers ] — 1, +oo[ qui contient 0.
Par définition d’une bijection, il existe un unique nombre a < 0 tel que h(a) = 0. On arrive a déterminer
ala calculatrice que a = —0,57.

Grace a toutes les informations, on peut maintenant donner le tableau de variations de la fonction g (les

n n

valeurs de ligne "g" sont calculées en-dessous) :

y —00 a~=-0,57 0
h(y) = vy (-3y%) + —
gy + -
g(a)
8
-0

Par ailleurs, pour tout y <0,

Par croissances comparées et autres calculs simples de limites, on détermine facilement que lim e’ —
y—-00

y® — 3% = +00. Autrement dit,
VB>0,3A<0|Vy<A, e -y°—y*>B,
ce qui s’écrit plus simplement :
JA<0|Vy<A, e —y*—y*>o0.

Posons alors ¢ = y < A, de sorte que -y, (y) = e — y3 —y? > 0. Puisque —y (1) et t— g(y) ont le méme
signe, on en déduit que pour tout y < A, y—g(y) > 0, soit g(y) < y. Enfin, puisque ylir_n y = —o0, le

théoreme de comparaison permet de conclure que

,im_g(y) = —oo.

Courbe asymptote :
Montrons que la courbe d’équation y = —y/—x est asymptote a la courbe I'; au voisinage de y = —ooc.
Remarquons tout d’abord que

y=—vV=x o y'=-x o x=-y.

Pour tout y <0, 0n a aussi

gY -y )=———+y’= =—.
y y y
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Par croissances comparées, et connaissant la limite de la fonction g en —oo, on en déduit que
. 2 _
ylﬁlrpoo (8w —-(=y9)) =0,

autrement dit que les courbes d’équation x = —y? (ou y = —/—x) et I'> sont asymptotes au voisinage de
y = +oo.

Il ne reste plus qu'a compléter la graphique précédent, surtout sous I'axe des abscisses déja noté x'Ox :




