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CAPES 2006

Deuxiéme composition

1 Etude de la quadrique 2 et de la conique?
1.1 Intersections de2 avec une famille de plans

On poseu = \/72(7)+_j>) etv =K.

a) Les vecteursu et V étant déja orthogonaux et unitaires, il suffit de calculeprieduit vectoriel
U AV pour obtenir un troisiéme vectew de sorte que U, V, W) soit une base orthonormée

directe deE. Il vient que
V2/2 0 V2/2
) 6-(%)
0 1 0

b) Définissons la matricBy, .4, de passage de la ba(s?,_j),?) alabasd U, V,W):

V2/2 0 V2)2
Pao—z, = (\/2/2 0 —\/§/2>.
o 1 0

Il vient alors, en reprenant les notations de I'énoncé, que

X X1
Y| =Pz | V1] =
y4 VAl

On en déduit alors I'équation d€ dans le repere?; :

(x1+21)

(x1—2)
Yo

SIS

3 1
S(xatz)? - S(atz) (X —2z1)+ 5 (a—2z) +21\/_——y2+— y1=0

2 2 2
? y2 5Z 0
& —ﬁ—ﬁ+—+£y1+zlﬁ:0

2 2 2
2\/_0

& X+y-5Z2— yi—221v/2=0

c) Soientt € R et % le plan d’équatiorg; =t. Z% est un plan paralléle a I’axéo,?), et ses deux
points d’intersection avec les deux autres axes du reggrsont a égale distance de I'origi(on
remarquera que le produit de 'ordonnée du point d’intdisede & avec I'axe des ordonnées et de
I'abscisse du point d’'intersection de ce plan avec I'axealesisse est négatif).

L'intersection deZ; et 2 se traduit par I'égalité suivante :

2v/10
5

X5 +y2 —5t2 — y1—2tv2=0,
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qui est équivalente a
2
10 2
X3 + (yl— %) = 5t2 4 2tV2+ =
Le membre de droite de cette équation est un trinbme du setmgrd dont le discriminant est nul, ce
qui traduit que ce trinbme est positif pour toute valeut.den reconnait ainsi I'équation d’un cercle
2
de centreC; (0, \/1_0/5,'[)% et de rayorR = \/5t2+2t\/§+ c

d) La valeur de pour laquelle le cercle précédent se réduit & un point est-1/2/5. C’est la racine
de multiplicité 2 du membre de droite de I'égalité ci-desdiescercle est alors confondu avec son
centreS (0, v/10/5, —\/§/5>%. Ses coordonnées dans le repgkgsont donc :

0 -1/5
Paca | V10/5 | = [ 1/5 |,

—/2/5 v/10/5

ce qui correspond au résultat annonce.

1.2 Nature deZ2 etde?
a) Tout pointM(x1,y1,21) 2, = M(X,Y,Z)4 Vvérifie les égalités suivantes :

X1 =X
yi=Y-+ \/E/5 .
7n=2-+/2/5

L'équation de2 s’écrit alors dans le reper# de la maniére suivante :

2 2 21
X2+ (Y +v105) - 5(z- v25) —\/T_()(Y+\/E5> ~2v2(z-+/25) =0
& X24Y2-572=0.

b) La quadrique2 est de type hyperboloide. Remarquons qu€ ¥iouZ vaut O (on ne s’'intéresse donc
gu’a l'intersection de la quadrique avec un plan formé dexdacteurs du reper), la restriction
de 2 au plan considéré donne une réunion de deux droites séemifesgine S, ce qui nous permet
d’affirmer que 2 est un céne de révolution. Son axe contient donc le pimt est dirigé par le
troisieme vecteur du repégg. Autrement dit, I'axe de la quadriqu€ est la droite définie par

z=/10/5
y=—X
c) L'équivalence se déduit des questions précédentes :
Me? & z=0
=3 y1=0
10
128) v 4 —\/5_ —=0.

La figure se trouve en annexe A.2.
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d)

1.3

On constate que la quadrigue est symeétrique par rapport aux axes des abscisses et deséeso
du repéreZ. Nous ne nous intéresserons donc qu’au cercle dont le ospitrea troisieme coordon-
née positive. Pour tout poitM(0,0,Z), (avecZ > 0) est donc & égale distance des droifaset
2». Remarquons que la distance d’un tel point aux deux droitastitoe une bijection d&, (la
coordonnéd positive) versR ; (la distance considéréee).

La droite 2 étant l'intersection des plan® et &/, elle est paralléle a 'axéS, W) et a distance fixe
de celui-ci, a savoix/10/5. On notep cette quantité. Puisqye > 0, il existe un uniqu&y € R tel
que la distance du poif2,(0,0,Zp) 4, aux deux droite¥; et ¥, soit égale .

Le second cercle admet dopacomme rayon et le poir®,(0,0, —Zy) 4, comme centre.

On ne s’intéressera qu'a la sphére de ce@tre’autre cas se démontrant par symétrie. Le pldn
étant paralléle a I'axéS, W), le minimum de la distance de I'axe au plan est réalisée maurpoint
de la projection orthogonale de I'axe sur le plan, c’estra-&. Mais cette distance est égalea
d’aprés la question précédente, donc la sphéere de c@nted de rayorp est bien tangente au plan
& en un point que I'on noté&;.

Quant a la quadrique, ayant constaté que c’est un cone deitiéwo et que la sphére est aussi une
surface de révolution de méme axe, il suffit de faire « tousrlarfigure plane de la question ¢ autour
de l'axe(S, W) de révolution pour en déduire que la sphére est tangeddedong d’un cercle que
I'on note %3.

Deux caractérisations d&’

SoitM un point quelconque d&. En particulierM € 2, de sorte que les poinid, S et Q; soient
coplanaires ave8 et Q1 sur 'axe de révolution de2. PuisqueS € 2, on en déduit alors que la
droite (MS) est incluse dans la quadrigu2 Une figure illustrant cette question se trouve a la fin de
celle-ci...

Le but est de montrer que les triangM§;Q; etMT;Q; sont isométiques. Sdit {1,2}. Remarquons
tout d’abord queT; € %; implique queQ;T; = p. Cette distance est aussi €égal@i&;. De plus, les
trianglesMFQ; et MT;Q; possedent un cété commun. Enfin, puisjlie & et queF, est le projeté
orthogonal de&); sur Z, il vient que I’anglelW:.\Qi est droit. On avu en 1.1.e que la sphére de centre
Q; et de rayorp était tangente a la quadriqug au cercles; en un point que I'on a not&, d’ou
I'orthogonalité des droiteéMT;) et (T1Q;). Au final, nous sommes en présence de deux triangles
rectangleMFQ; etMT;Q; qui possédent la méme hypothénuse et un autre cété de mégueion

ils sont isométriques, et on a doktT; = MF,.

Supposons que la troisieme coordonnéavilelans le repéere7 soit positive. AlorsMT; < MT,

et doncMT, = MTy + T1 T, de sorte quéMT; — MT| = MTo, — MTy = MT1 + TiTo — MTy = Ti To.
Supposons-la alors négative, auquelldds < MTy, et donaM T, = MT, + Tq Ty, ce qui implique que
IMTy —MT,| = MTy —MT, = MT2+ Ti T — MT, = T1 To. Notons tout de méme que le plan est fixé

de telle sorte qui¥l ne puisse pas appartenir au segni@énfl,|, auquel cas I'égalité aurait été fausse.

On retrouve ainsi la propriété suivante : ?
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T~

b) H; est par construction le projeté orthogonalMesur la plan contenar#’ (Que I'on notera dans la
suite &7). Par définition de#, I'axe de révolution(S W) est orthogonal au pla®?;, de sorte que
Ui € &1 soit le projeté orthogonal d& Le pointT; appartenant &7, il est naturellement projeté
orthogonal de lui-méme sur ce plan. Il vient que la driigJ;) est I'image par cette projection de la
droite (SM), et ces droites sont sécantesTgret forment donc un plan qui contient ces 5 points. En
conclusion, les points1, S H;, T etU; sont bien coplanaires. lllustrant ceci par une figure :

On se place alors dans ce plan afin d’appliquer le théorembaaég dans les triangldgJ;Set TiH;M

sécants efl :
MH,; B Sy

T ST
Le membre de droite est une quantité constante, puisqueilets § et U; sont fixés et indépendants



CAPES 2006: Deuxiéeme composition 5

de la position du poin#, et lorsqueM parcourt?’, T; parcourt#; qui est fixe.

On retrouve ainsi la propriété suivante : ?

2 Resolution de I'équation diophantienne poum assez petit

On rappelle I'équation & résoudre : (pi 1) = (n—p 1). (Z1)

2.1 Une étude élémentaire

a) Pour que les coefficients binomiaux aient du sens, il faetng— 1 > p, c’est-a-diren > p+ 1 (ce
qui implique aussi que > p— 1). De plus,p— 1 doit étre positif, ce qui nous améne a écrire que
p+ 1> 2. On obtient donc la double inégalité suivante :

2<p+1<n.

Supposons alors cette premiére condition réalisée. Orralakéquivalences suivantes :

n\ (n-1 n! ~ (n=1)!
(p—l)_( p) 7 (p—Din—p+1)  p(n—1—p)
n 1

(h—p+1)(n—p) p
< np=(n—-p+1)(h—p)
& 4+ p?—3np+n—p=0.

Au final, on a bien montré que :

ny\ (n-1 — 2<p+1<n
p—1)  \ p n?+p?—3np+n—p=0.

La premiere double-inégalité est vérifiee pour tout emier 2, alors que la seconde ne 'est pour
aucune valeur strictement positive e

b) Ce polyndme peut se réécrire sous la foixite- (3n+ 1)X 4+ n(n+1). Son discriminant vaut alors
An= (3n+1)2—4n(n+1) = 51?4+ 2n+ 1, et on constate qu'il est strictement positif puisqueN*,
de sorte que ce polynéme posséde deux racines réellestlistiRosons alors, pour tout entier naturel
nnon nul,a, = 3n+1 etb, = A, = 51 + 2n+ 1. Une récurrence immédiate montre que ces suites
sont bien a valeurs daf$(plus précisémerit*). Ainsi

:an—TVb_n ot Xzz%b_n_

c) Soitb un entier naturel. Le sens indirect est trivial, puisquedérition deb étant un carré parfait
impose a&/b d’étre entier, donc rationnel. Montrons alors le sens dipec contraposée : supposons
queb ne soit pas un carré parfait, c’est-a-dire quk ¢y, et montrons qua/b n’est pas non plus
rationnel. Supposons un instant qub le soit. Alors il existerait deux entiers naturéietB (B non
nul) tels quevb = A/B. Cette quantité n’étant pas entiéBene divise pag\, doncB? ne divise pas
A2. Il vient queb = A?/B? n’est pas entier, ce qui est une contradiction. Deflin’est pas rationnel.

X1
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d) Supposons qu@, p) est une solution d€ ;). D’apres ce qui précéde, pone= 2, p est solution du
polyndme de la question 2.1.a. Plus précisément,

—vb

En effet, sip était égal &, cela contredirait la condition2 p+ 1 < n, d'apres cette méme question
2.1.a. Ora, est entier (toujours 2.1.a) ep2est aussi, ce qui impose ¢b, d’étre entier, et il suffit
alors d’appliquer 2.1.b pour en déduire dye= 5n° + 2n+ 1 est un carré parfait.

e)

f) Soit np € N*. L'idée de l'algorithme serait de faire varierde 1 ang, vérifier & chaque étape si

5n? +2n+ 1 est un carré parfait, et si tel est le cas, alors le calcyBde- 1 — v/5n2 +2n+1)/2
donne l'autre entiep recherché. Résumons celadésigne la fonction « partie entiére ») :

pour n allant de 1 & ng faire :
si VBn2+2n+1—E(v/5n2+2n+1) <10°° alors
(3n+1—+/5n°+2n+1)/2—p
affiche p
fin du si

fin boucle.

2.2 Une méthode plus arithmétique

On se donne maintenant un couptep) solution de;.

a) Supposons que et p soient premiers entre eux. Puisque ces deux entiers satioss deXq, ils
vérifient en particulier la seconde égalité du systéme iédhlquestion 2.1.a :

n’+p?—3np+n—p=0snp=n®-n(p—1)—pn+p(p—1) < np=(n—p)(n—(p—1)).
On poursuit encore un peu plus loin ce raisonnement :
np=(n-p)(n—(p-1) &n(p—n+(p-1)+p)=p(p—-1) ©n@Bp—n-1)=p(p-1).

Il découle de cette égalité quedivise le produitp(p— 1), et puisquen et p sont premiers entre eux,
le théoréme de Gauss nous permet de concluregligse p— 1.

Ceci constitue une contradiction dans le sengrop) est solution d&; implique en particulier que
n> p—1, donc il n’existe pas de couples solutionsxddormés d’entiers premiers entre eux.

b) e On utilise I'égalité de la question précédente (ou I'hygsthde primalité n’a pas été utilisée pour
la montrer) :

2

re’av=r(u—v)(n—p—1) < ruv= (u—v)(n—p—1).

On en déduit que divise le produitu—v)(n—p—1). Orn—p—1=r(u—-Vv)—1l=r(u—v—
1)+ (r—1), etr —1 < r. On poursuit ainsi I'algorithme d’Euclide : si> 2,r = (r — 1) +1 avec
1<r—1, etladerniere étape nous assure alors que les entieps— 1 etr sont premiers entre
eux, et sir =2, alors 2= 1-2+0, et I'on arrive & la méme conclusion : les entiers p— 1 etr
sont premiers. |l suffit alors d’appliquer le théoreme de £8gpour conclure quediviseu — v.
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c) Implentons l'algorithme vu en 2.1.f dans la calculatriCelle-ci nous donne alors les couples solu-
tions suivants, poun < 105 :

(2,1), (156) et  (10440).

3 Un groupe de transformations affine conservant”

3.1 Définition d’'un nouveau repere% associé a la coniqué&’

a) Soitl(—1/5,1/5)4,, et posonsg = x+1/5 ety; =y— 1/5. L'équation de la coniqu& dans le
repére(l, _i>, T) est donnée par

X 123x L +1+ +}2+x—}— +}—0
17 ¢ 15)/15 y5 1SY15—

1
& x%—3x1y1+y%—§:0.

b) Remarquons que? + b? — 3ab = b? — (3a)b+ (a?). Cette quantité est donc un trindbme du second
degré d’inconnud, dont le discriminant vautds > 0, et admet donc deux solutions réelles, ce qui
nous permet de le factoriser et obtenir finalement :

a® + b? — 3ab= (b—a<3_2\/§>> (b—a(3+2\/§>> .

c)
d)

3.2 Transformations affines conservan®’
a)

b) On constate qué; est non vide car Id est bien une bijectiongesur lui-méme tel que I¥) =%
Soient alorg eth deux éléments d&,. Alors

(goh™)(%) =g(h™ (%)) =9(¥) =%.
L'avant-derniere égalité se déduit de la bijectivitéde G; :

h(©)=¢<ht(h@))=n1%)=c=h1%).
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A Figure de la partie 1
A.1 Laquadrique 2 dans le repéreZ
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A.2 Figure demandée a la question 1.2.c

N
\
~
N 7
darl
= o A
NS+ =
L ERE Ealey
L~ it N
4
- N
-
VA
N X

LSl

%, et¢, désignent respectivement les projetés des cetdles 4> sur le plan?”’.



