Des courbes bien particulieres. ..
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1 Courbes de Lorenz

Enoncé : Trouver (explicitement) une fonctionf,, dont la courbe soit de Lorenz et présentania € N*
« vaguelettes ».

Rappelons tout d’abord la définition d’uneurbe de Lorenz :

D

On dit que la représentation graphique d’'une fonctfoest unecourbe de Lorenz si f vérifie les quatre
conditions suivantes :

(i) f estdéfinie sufo, 1];

(i) f(0)=0etf(1)=1;
(ii) f est strictement croissante sQr1];
(iv) Pourtoutz € [0,1], onaf(x) < x.

Comme le terme de « vaguelette » n’a aucun sens mathématige@eite donc a toute sorte d’interpréta-
tions inopportunes, il convient de I'expliciter pour donaecette recherche un cadre plus rigoureux :

Supposons que la dérivég d'une fonction f dérivable sur|0, 1] admettern + 1 maximums locaux
mq,..., M,y atteints respectivement en, ..., x,,; (distincts). On appelle alorgaguelette la portion
de courbe représentafitsur un intervalle de typer;, z;11], aveci € [1,n].

Remar ques préliminaires :
1. Pourtout € [1,n], m; > 0 car f,, est strictement croissante s0r1];

2. La « largeur » des vaguelettes (c’'est-a-dire I'amplitdde intervalles de typgr;, x;.1]) n'est pas
nécessairement la méme d’'une vaguelette a l'autre ;

3. Cette définition n’est valable que dans le cadre d’'unedarderivable et dont la dérivéé admette
des maximums locaux. Pourtant, une fonction non dérivablergit fort bien avoir une courbe re-
présentative qui soit de Lorenz et dont la forme rappelieelle de vagues. Il suffirait par exemple
de considérer une béte fonction affine par morceaux en skaisi judicieusement les coefficients
directeurs. Comme ce cas trivial présente moins d'intéréfpeut décider (sans diminuer grande-
ment I'intérét du probleme!) de ne considérer que des fonstdérivables sup, 1] (et qui sont, par
ailleurs, plus difficiles a expliciter) et dont la dérivéenagtte des maximums locaux.



2 Solution constructive. ..

Une premiére idée consisterait a utilise2tapériodicité de la fonction cosinus pour obtenir des maxmau
locaux pour la dérivée (en prenant soin de réduire la pépadehangement de variable pour en avoirl).

Une seconde idée serait alors de définir une fonction dortuebe représentative admette la premiere bis-
sectrice (i.e. la droite d’équatian= z) pour tangente en plusieurs points.

La fonction serait alors de type

fo: 0,1] — [0,1]
rr—ar+b+ p cos(cx).

oua, b etc # 0 sont des constantes réelles.dgert a réduire la période et fefait en sorte que),(z) > 0
pour toutz € [0, 1]. Il va de soi que: est un multiple d&r puisque la fréquence doit étre entiere.

Pousuivons alors nos investigations! On a

1 1 1
fn(o):b+2:0:b:—— et fn(l):a+b+zza:1.
C

A partir de ce point: désigne un réel compris entre 0 et 1. On obtient alors

cos(cz) — 1

fn(x) =T+

Cc

Puisque: # 0, f est dérivable en tant que somme de fonctions dérivables, @goe

fl(x) =1—sin(cz) > 0,
etde plusf/ ne s’annule suj, 1] gu’en un nombre fini de valeurs, on en déduit donc fijuest strictement
croissante sur cet intervalle.

Enfin, on remarque que si> 0, alors

cos(cx) — 1
fulr) — 2= DL L <,
de sorte que la courbe représentgnsoit bien de Lorenz, et ce, quelle que soit la valeur striet@rpositive
gue I'on choisit pour.

3 Pourquoi cosinus ? ?

Si I'on avait voulu choisir la fonction sinus a la place deinas, on aurait obtenti = 0 eta = 0, c’est-
a-dire f,,(z) = 22 On a alorsf’ (z) = cos(cz). Or on sait que cosinus est strictement décroissante sur

c

[0, 7], et en conséquencé, est strictement décroissante $urr/c| C [0, 1]. La conditionf,, strictement
sur |0, 1] n’est donc pas Vérifiée, de sorte que la courbe représefitaat soit pas de Lorenz.
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4 Détermination dec

Avec la définition d’'une vaguelette donnée précédemmedduhtionf/ (x) = 2 (puisque2 est la valeur
maximale prise pay/) doit admettren + 1 solutions pour qu’il y aitr vaguelettes. Notons encore que
commec est un multiple positif d&z, on peut I'écrire sous la forme= 2pm olup € N*.. Par suite

fi(x) =2 < sin(cx) = —1 < sin(2pm) = —1

& 2p7r=3§+2/€7r, keZ
3k  3+4k

& r=—+ -
dp p 4p

. kel

En ne retenant que les solutions|@gl|, on obtient I'ensemble-solutiofi suivant :

3 3+4 3+4(p—1)

C\4p’ 4p T 4p '

Enfin, on remarquera querd(S) = p, et qu’on doit avoim + 1 solutions, d’otp = n + 1, et finalement,

cos (2(n+ )rx) — 1

fulx) = 2(n+ )7

5 Représentation graphique
On va représenter la fonctigh telle qu’elle a été définie ci-dessus :

1__ ........................................................ :

\

Remar que : On pourrait utiliser une autre définition pour le terme «u@gtte », qui ne changerait rien
au probléme posé mais qui englobe tout I'intervallel], et non pas l'intervalléz,, x, 1] (inclus, mais
différent def0, 1]) :

Supposons que la dérivég d'une fonction f dérivable surf0, 1] admetten + 1 maximums locau
my, ..., M,y atteints respectivement en, ..., x,. (tels que pour tout € [1,n], z; < x;1). On re-
définit alorsz; = 0 etz,.; = 1. On appelle alorsaguelette la portion de courbe représentghsur un
intervalle de typéz;, z;,1], aveci € [1,n].




