Preuve de I'existence d’'une solution de I'équation différentie# suivante :
y' =1y, avecy(0)=1. (1)

Rappelons tout d’abord les inégalités de Bernoulli, bierestiti. . .
N VX>-1,VneN (1+X)">1+nX; (B1)
(i) VX<1,VneN, 1-X)">1-nX. (B2)

Soitx un réel fixé. Soientu,,(x)) et(v,(x)) les suites de fonctions définies pour tout entiex 1 par

up(z) = (1 + %)n et v,(x) = (1 — E>_n.

n

Montrons que (u,(x)) est croissante a partir d’un certain rang :

Pour tout entier, > 1,0ona:

1 n+1 T T n+1
" =1 =(14+-=— .
tn41(7) < +n+1) ( +n n(n+1)>

On note qu’on a utilisé la décomposition
1 1 1

nn+1) n n+l

i
Supposons alors > |x|, de sorte qué + — ne s’annule pas.
n

Upt1(z) = (1 . %)Hl (1 n(n+ 1?(1 + %))

- <1+%>n+l (1 - (n+1)$(n+x)>n+l'

=0, HNleN‘VTZ}Nl, < 1.
n

Puisquelim *
n—00 (n + 1)(n + I)

On peut alors appliquer I'inégalité de Bernoulli{) avecX = , et on trouve alors que pour

(n+1)(n+z)
toutn > max(|z|, V),




Montrons que (v, (x)) est décroissante a partir d’'un certain rang :

On suppose toujours > |z| de sorte que, (=) ne s’annule pas. On constate alors que

ce qui permet immédiatement de conclure.

Montrons que la suite (v, (x) — u,(x)) converge vers) :

On suppose toujours et encatre> |x| pour que(v,(z)) ne s'annule pas. On a :

wor ()

Puisquen > |x|, z%?/n? < 1, ce qui nous permet d’appliquer I'inégalité de Bernoulty) afin d’obtenir

2\ " 2
-5y >t
n n

d’ou 'encadrement pour tout > |z,

e
SR
Par suite,
— Up\T) = Up\T _Un($) Un\T) — Up\T x—zv T
(@) = (o) =) (1= 24) = 02 u) — wale) < o)

La suite(v,(z)) étant décroissante a partir d’'un certain rang, elle estm@ajpar un réel que I'on not¥,
etil s’en suit que

22
0 < vp(x) — up(x) < — M.
n

Le théoreme d’encadrement permet alors de concliine :(v,,(z) — u,(x)) = 0.

n—o0

Pour x fixé dansR, les suites(u,,(x)) et (v,(x)) sont adjacentes. Elles convergent donc vers une
méme limite, dépendante der, que I'on note £(x). Il faut encore montrer que £ est solution de (1).

Notons d’emblée que tout entiervérifie u,,(0) = 1. Par passage a la limite, on obtient directement que
0(0) = 1.

Montrons que £ et dérivable et quet’ = £ :

On suppose toujours encore que- |x| et on se donne un réglnon nul. Alors

Un(z + h) = (szh)”: (1+g>n <1+ﬁ>n:un(gy) (1+nix)n.

2




. h
Puisquelim =0,

n—oo N + &

3N2€N|VTL>NQ, <1

(n+ z)
En particulier, on a qué/(n+ =) > —1, et on peut alors appliquer I'inégalité de Bernoub §. On trouve
alors que pour tout entier > max(|z|, N2),

(1 T )n >1q
n+x n+zx
= up(z+h) > u(2) (1 L )
= lx+h)=Llx)(1+h) par passage a la limite
= l(x+h)—Ll(x) > l(x) h. (2)
On remplace alors par—h dans la derniére inégalité, ce qui donne
lx—h)—Ll(x) = —L(z) h.
On remplace cette fois-ai parx + h pour trouver
l(z) —l(x+h)>—L(x+h)h
< (1=h)l(x+h) <{l(x).
Supposons alori#| < 1, de sorte qué — h ne s’annule pas. Alors

Uz +h) < f(_z)h
& l(x+h)—Ll(x) < f(_a:)h — {(x)
o lz+h)— )< ZLE_(Ih) 3)

On en déduit alors de (2) et (3) I'encadrement suivant, Pgut 1 :
. l(x+h)—Ll(x) o {(x)

) < h ST
Par le théoreme d’encadrement, en faisant teharers 0, on obtient I'égalité
. Mz 4 h)—Ll(x)
A h = ta).

Finalement, cette égalité étant valable pour tout réélest bien dérivable sk, et/ = ¢ surR.
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