LECONN° 5 :

Probabilité conditionnelle, indéependance
de deux événements (on se limitera au cas
ou I'ensemble d’epreuves des fini).
Applications a des calculs de probabilite.

Pré-requis:

— Opérations sur les ensembles, cardinaux ;
— Espaces probabilisés;

— Calcul de probabilités.

On se place dans un espace probab{ligéZ(f2), P).

Introduction: On se donne le tableau suivant représentant la proporgogadgons (G) et de filles (F)
étudiant I'anglais (A) ou I'espagnol (E) efflangue.

I ATE] |
G| 48 | 22| 70
F| 53|27 80
| [[101][49] 150|

Quelle est la probabilité qu’un éleve fasse de I'anglaifiaatque c’est un garcon :

[GNA] 48
G| 70

On constate aussi que
P(GNA) 48/150 48
P(G) ~ 70/150 70

5.1 Probabilité conditionnelle

Théoreme 1: SoitB € &(N2) telle queP(B) # 0. Alors 'application

PB : Q(Q) — [O, ].]

est une probabilité sur 2.
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démonstration: Puisque pour toute parti® de(), B N Q = B, il est clair quePz(2) = 1. Soient
alors Ay, Ay € Z(Q) tels qued; N Ay = @. Alors

P((AiUA;)NB)  P((AiNB)U (AN B))

P ) — —
sl P(B) P(B]
P(Al ﬂB) P(Ag ﬂB)
=P P .
P g est donc bien une probabilité s |

Définition 1 : Soient A, B € (1) tels queP(B) # 0. Le nombre P(A) est appeléprobabilté
conditionnelle deA sachant (que)B (est réalisé)aussi notéeP (A|B).

Conséquences directes

— SiANB =g, alorsPg(A) =0;

— SiB C A, alorsPg(A) =1 (carAn B = B);

— SiP(A) #0etP(B) #0,alorsP(AN B) =Pg(A) P(B) = Pa(B) P(A).

Exemple Une urne contient deux boules rouges et trois bleues. @ddak tirages successifs sans remise.
Quelle est la probabilité de tirer deux boules bleues ?

SoientB; 'événement « on tire une boule bleuediéme tirage » poui € {1,2}. Alors

3 3
==

P(B; N By) = Pp, (By) P(By) = o

1
2

Théoréme 2 (formule des probabilités composées) : Soiedt;,..., A, € Z(Q) tels queP(A; N
--+NA,) # 0. Alors

P(A1N---NAy) = [[P(Ai]Aipi NN AL).

=1

démonstration; On effectue une récurrence sur I'entierc N* :
e Initialisation : Pourn = 1, le résultat est évident.

e Hérédité : Supposons le résultat vrai au ramg— 1, c’est-a-dire vrai poum — 1 parties deA dont
la probabilité de I'intersection ne soit pas nulle. Alors

P(AiN(4A2n---NA,)) = P(Aldan--NA,)PAN--NA,)
R P(AAa N N A,) (P(A2A3N N A,) -

P(An 1]4,) P(An)),

et le résultat est ainsi démontré au rangce qui acheve la récurrence. |



3

Probabilité conditionnelle et indépendance

Théoreme 3 (formule des probabilités totales) : Soif Bx), ,.«,, une partition finie de €2. Alors

VA€ 2(Q), P(A)=Y Pp(4)P(By).

démonstration: Puisqued = |J7_, (B, N A), on a 'égalité
P(A)=P (U (BN A)) = P(BinA) =) Pg (A)P(By).
= k=1

k=1 1

Remar ques 1:
— Cette forrnule reste vraie di C U By ;
— Q = B U B, donc on a en particulier

P(A) = P3(A)P(B) + P5(A)P(B).

Corollaire 1 (formule de Bayes) : Soient(By), ., Une partition finie de 2, A € Z(Q) telle que
P(A) # 0. Alors

Pp, (A) P(By)

VEke {1, . .,'I’L}, PA(Bk) = Zn_ PB(A) P(B).

démonstration: P(A4) # 0, doncP4(By) = P(A N By)/P(A). Or P(AN Bg) = Pp, (A)P(By)
et d'aprés la formule des probabilités totales, puisqueBggorment une partition d€2, on aP(A)
> im1 P, (A) P(By).

Exemple 1 On dispose de trois urnes contenant chacune un certainreaebboules colorées, comme
indiqué dans le tableau ci-dessous :

| | boules bleues boules rouges$

U, 1 3
U, 3 2
Us 4 2

On tire au hasard une urne, puis une boule de cette urne. Lla tia@e est bleue (B), mais quelle est la
probabilité qu’elle provienne dé; ?

Py, (B) P(U1)

1
Pip(U,) = 4 .
P =55 b By I 1218 80

Exemple 2 Cing personnes sur 1000 sont proteuses d’un virus. On faistrdont les conclusions sont
gue 5% des non malades et 99% des malades sont décelés camtmaandes. Quelle est la probabilité
gu’une personne soit malade (M) sachant que son test esf FDs?



4

Probabilité conditionnelle et indépendance

_ R@POn B e
P (T)P(M) +Pi(T)P(M) 155 * T + 105 " qo6 1094
On peut en déduire que ce test n’est pas a préconiser, m&s dlproscrire !!

Pr(M)

5.2 Evénements indépendants

Définition 2 : Soient A, B € Z7(2). A et B sont dits indépendants si

P(AN B) = P(A)P(B).

Remar ques 2:

— Quelque soid € (1), il est toujours indépendant deet & ;

— Intuitivement, on dirait plutét quel et B sont indépendants si, par exemghg;(A) = P(A), mais ce
n’est pas si intuitif qu’il N’y parait, comme le montre I'ex@le ci-dessous;

— Par contre, on a équivalence enter ces égalités, c'ese-anek poutd, B € (1),

P(ANB)=P(A)P(B) <« Pu(B)=P(B) < Pg(A)=P(A).

Ces équivalences sont évidentes du fait ué N B) = P4(B) P(A) = Pg(A) P(B).

Exemple On tire un numéro au hasard dans chacun des exemples ouge&m noted I'événement « On
a un nombre pair » B I'événement « On a un multiple de trois. »
e SoitQ2 = {1,...,20}. On détermine que

P(B)= = P(ANB)= % — P(A)P(B),

de sorte que les événemert®t B soient indépendants.
e Parcontre, sb = {1,...,21}, alors trouve que

10 1 3 1

=—PB)=-, P(ANnB)=—=-#P(A)P(B
de sorte que les événement®t B ne soient pas indépendants dans ce cas.

e Exercice: Calculer aussP 4(B) etPg(A) pour chacun des deux cas et conclure quant a I'indépendance
en comparant respectivement ces quantiteé/a) etP(A).

Proposition 1 : On a équivalence entre :
() A et B sontindépendants;
(i) A et B sontindépendants;
(i) A et B sontindépendants;;

(iv) A et B sontindépendants.
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démonstration: On se contentera de montrer que €) (i), les autres cas s’étudiant de maniére
analogue. Remarquons que= (AN B) U (AN B), de sorte qu&® (AN B) = P(4) —P(ANB) =
P(A) — P(A) P(B) car A et B sont indépendants par hypothése. On poursuit le calél4A N B) =
P(A)(1—P(B)) = P(A) P(B), et on aboutit au résultat. |

Remar que 3 : Larelation d'indépendance n’est pas transitive, c’edira que siA et B sont deux éve-
nements indépendants,@tun troisieme événement tel quiieet C' le soient aussi, alord etC' ne sont en
général pas indépendants, comme le montre I'exemple qui sui

Exemple Au cours de I'année 2002, deux classes de terminale onsédah sondage traduisant les votes
entre « jeunes » (J, éléves des deux classes) et « vieux »of¥,dar lycée) qui ont permis de déterminer le
président entre deux candidats A et B. Les résultats sonttéspdans ce tableau :

J Vv
A[B|A[B
H[10[15] 5 [ 10
F [20]30] 1020

Le calcul détermine que

2 45 3
=— = = z P(A) = — =2
N=gp =5 PE=g5=5 & Pl =5=5
et justifie ainsi les égalitéd3(J N F) = 5/12 = P(J)P(F) etP(FNA) = 1/4 = P(F)P(A), ce qui fait
que les événementket F, ainsi queF’ et A sont indépendants. Vérifions alors gliet A ne le sont pas!
En effet, par calcul,

55 o 80

30 1 53 15

Proposition 2 : Soit B C C. Si A et B sont indépendants, ainsi queA et C, alors A et C\ B le sont
aussi.

démonstration ANC =(ANCNB)U(ANCNB)=(ANB)U(ANnCnNB)carB C C.Dou
P(ANC\B) =P(ANC) —P(ANB) =P(A)(P(C) — P(B)) = P(A) P(C\B). |

Exercice: On suppose quB # (2. Montrer de deux maniéres queet B sont indépendants si et seulement
siP(A|B) = P(A|B).

1. Notonsh = P(B) (doncl — b = P(B)), a = P(A|B) (doncl — a = P(A|B)) et = P(A|B) (donc
1 — 3 = P(A|B)). On trouve alors

AL B & P(AB)=P(A) "“'P(B)P(A|B) + P(B) P(A|B)
& a=ba+(1-b)3
s 1-ba=(1-b)pea=7.
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2. On utilise tout ce qui précéde. Supposons l'indépendétatdie, alors :

prop 1

P(AIB)=P(A) < ALB ALB & P(AB)=P(A).

On en déduit directement qig A| B) = P(A|B). Etudier la réciproque en exercice.
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