LECON N° 7 :

Schéma de Bernoulli et loi binomiale.
Exemples.

Pré-requis:

— Probabilités : définition, calculs et probabilités conditinelles ;

— Notion de variables aléatoires, et propriétés associéepérsice, variance ;
— Indépendance de variables aléatoire§: 1 Y < P(X NY) = P(X)P(Y).

Introduction

Définition 1 : On appelle épreuve de Bernoulltoute épreuve ne possédant que deux issues possibles,
gue I'on appellesuccest échec

Si X désigne une variable aléatoire réelle comptant le nombmiideés dans une épreuve de Bernoulli,
alors nous avons les deux cas suivants :

o (X =1) estI'événement corespondant au succes : on lui donne lalpitwép (p < [0,1]);

o (X =0) estdonc I'événement correspondant a I'échec. Il a pourghitite g = 1 — p.

Si une variable aléatoire réellé suit une loi de Bernoulli, alors on not#(X) = %(p), oup désigne la
probabilité du succeés.

Exemples:

1. Le lancer d’'une piece équilibrée (non truguée) est uneuderde Bernoulli car il 'y a que deux
issues possibles :
o Soit (X = 1), correspondant a I'événement « obtenir Pile », de probabilb ;
o Soit (X = 1), correspondant a I'événement « obtenir Face », de protehili.

2. Sionlance un dé équilibré, on peut considérer (par ex@nipénement « obtenir 6 » comme étant
le succes, et donc I'événement « ne pas obtenir 6 » commetéttans ces conditionB(X = 1) =
1/6 etP(X = 0) = 5/6.

Remar que 1 : Puisqu'il n’y a que deux issues possibles dans une épreuve delWlgra@st nous qui choisis-
sons quel événement sera synonyme de succes. On aura pu cheésietigent « obtenir Face » comme succés dans
'exemple précédent.

Théoreme 1 : L'espérance et la variance d’'une variable aléatre suivant une loi de Bernoulli sont
données par

E(X)=p et Var(X)=p(—-p)=pq.
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démonstration: Récapitulons la loi d’'une variable aléatoire de Bernoulli grace au tablasiuant :

ZT; 0 1
PX=x)||1-p|p
Rappelons les formules donnant I'espérance et la variance d’unahblaraléatoire :

E(X) = Zx P(X=2;) et Var(X)=E((X-EX))?).

Ici, nous avons don&(X) =1-p+0- (1 —p) =pet
Var(X) = (1-=p)* - p+(0-p)*- (1 =p) = (1 = p)[p(1 — p) +p°] = p(1 - p). u

7.1 Schéma de Bernoulli

Effectuons maintenant épreuves successives de Bernoulli (par exemple, on lafaie de suite une piece
équilibrée). On a donc pour univess= {(zy,...,z,),z; € {0,1}} = {0,1}". SoientX,,..., X, n va-
riables aléatoires réelles, chacune suivant une loi de Béinoa variable X; est définie d&2 dans{0, 1}
parX;((z1,...,2,)) = z;, avecz; = 1 en cas de succes,et= 0 en cas d’échec.

Pour cette expérience aléaoire, on se fixe quelques hygstdeésdépart :
Hy 1 2(Xy) = =2Z(X,) = B0);
H, : Lavariable aléatoireX; est indépendante d¥€,, ..., X;_1, et de plus

Pxi—e),.xisi=ei 1 (Xi = &) = P(X; = &),

-----

avecey, € {0, 1} pour tout0 < k < 7.

\Théoréme 2 : Il existe une unigue probabilitéP sur 2 qui vérifie H, et H,.

démonstration:
Analyse : Supposons qu’une telle probabilité existe. Seit ...,s,) € Q = {0,1}" un événement
élémentaire. On a alors, par définition d’'une probabilité conditionnelle :

P(Xl =E&1,... aXn = En) = PXlzsl,..‘,X"_lzsn_l(Xn = 5n) P(Xl =€1,--- 7Xn—1 = En—l)-
En utilisant I'hypothésédi,, on a alors
P(X1 = &1y 7Xn = En) = P(Xn = 5n) P(X1 = &1y 7Xn—1 = 571—1)-

En réitérant ce procédé — 1 fois, on obtient au final
n
P(Xi=c1,...., Xp=¢n) = [[P(Xi =)
i=1
Les valeurs d® sur les événements élémentaires déterminent de maniére unique ceéaijid:

P(X = (21,...,7n)) = HP(XZ- =g).
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Synthése : Définissond sur les événements élémentaires par la relation
P(X = (21,....,20)) =P(X1 =¢3,..., Xpn =&,) = [ [P(Xi = ).

Est-ce une probabilité ? On a

n n

YPw =Y > Pw=> > prq¢"

wel k=0 wel2y k=0 weQyg
avecqg = 1 — p etQy, = { événements élémentaires admettant exacteinguntces.

En effet, siv € €y, alors on a (d’apres I'hypothesH,)
k n—k n—
P(w) = (P(X; =1))" (P(X; =0))" " =p* ¢" 7~
Pour obtenirk succés au bout de épreuves de Bernoulli, on@) possibilités. Au final,

> Pw) = i <Z> prg"h =1

we k=0
La derniére égalité provient de la formule du bindbme de Newton.

De plus, montrer qu&(w; U ws) = P(w1) 4+ P(w2) est évident grace a la définition de En
effet, sil'on notev; = (e1,...,e,) €tws = (€1,...,€n),

IP’(wl U(A)Q) = P((Xl251,...,Xn:€n)U((X1261,...,Xn:€n))
= P(X1:€1,...,Xn:€n)+P(X1261,...,Xn=€n)
= P(wl) —i—]P)(LUQ).

P vérifie-t-elle H, et H, ? Etant partis de ces hypothéses pour constritiren peut affirmer que
cette probabilité vérifie bien les hypothédéset Hs.

Nous laissons cette vérification au soin du lecteur. [ |

Définition 2 : L'univers 2 muni de la probabilité P est appeléschéma de Bernoulla n épreuves, et de
parameétre p.

Remar que 2 : Dans la suite, nous noterons la probabilitpar la lettre « simple #. Il ne peut y avoir de confu-
sion possible entre une épreuve et un schéma de Bernoulli, d’ou cettificadion.

7.2 Loi binomiale

Schéma de Bernoulli et loi binomiale. Exemples.

Soit (€2, P) un schéma de Bernoulliiaépreuves, de paramépeSoit.S,, la variable aléatoire associée au nombre de

succes au bout de épreuves de Bernoulli, donc définie de la maniéere suivante :

S, = ZX
=1
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Définition 3 : Dans ces conditions, on dit queS,, suit une loi binomiale de paramétresn et p, notée % (n, p). ‘

Théoréeme 3: Si¥(X) = #A(n,p), alors pour tout k € {0,...,n},

P(S, = k) = <:) p* g™k

démonstration: Découle directement de la démonstration ci-dessus. |

Exemple: On lance un dé 10 fois de suite. La probabilité d’obtenir au moins un 6 akt &g

5\ 10
1— (= ~ 0, 84,
(6) =e

ol1 (2)1° désigne la probabilité de n'obtenir 6 aucune fois.

Théoréme 4 : SoitS,, une variable aléatoire réelle suivant une loi(n, p). Alors

E(S,) =np et  Var(S,) = np(1 — p) = npq.

démonstration: On noteS,, = > | X;, ou pour touti € {1,...,n}, Z(X;) = B(p).
Espérance : Puisque I'espérance est linéaire, on a directement que

n n n
E(S,) =E (Z Xi) =Y E(X;))=> p=np
i=1 i=1 i=1
Variance : Puisque lesX; sont deux a deux indépendants, la variance devient linéaire, de amte g

Var(S,,) = Var <Z Xi> = ZVar(Xi) = Zp(l —p) =np(l —p) = npq.
i=1 i=1 i=1

7.3 Ala calculatrice...

Avec la Tl Voyage 200, nous allons simuler le schéma de Bernoulli introdéigaemment grace au tableur (« Cell-
sheet »). On rappelle 'expérience et les résultats théoriques : ondard# 10 fois de suite. La probabilité d’obtenir
aumoinsun6estde=1 — (%)10 ~ 0, 84. Voici la marche & suivre (des captures d’écran sont sur la pagensei

— une capture par étapeafin de mieux comprendre) :

1. Dans I'écrarHome, définir les fonctions suivantes :
— la fonction qui renvoie 1 lorsque I'argument qu’on lui donne vaut ®, €non :

when(z = 6,1,0) — f(z) ;
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Noo ok

— la fonction qui renvoie 0 lorsque I'argument gu’on lui donne vaut @, €non :
whenz = 0,0,1) — g(z).

Dans le tableur, donnez des titres a vos colonnes (ici, les colohaes nous servirons a matérialiser les 10
lancers ; nous les mettons en colonne pour pouvoir faire une seconde, puisaisiértre expérience de ce
schéma de Bernoulli, que nous transcrirons donc dans les deux figetels[la 1 concernant notre premier
essai]) : par exemple, 4 » pour la colonned, ..., «¢10 » pour laJ, « somme » pour la colonn&, ou I'on
comptera le nombre dg&apparus, et « O/N » pour la colonieou I'on mettra O s'iln'yapasde 6 et 1 s'ily
en a au moins un dans la ligne.

Pour entrer la méme formule dans une plage de cases, alleEdar{§3), puisFill range (3) pour introduire
notre formule apreés le = de la lig@rmula, qui seraf(rand(6)). Une fois effectué, modifier la lign@ange
de sorte a mettre dedans notre plage :J4

Entrer la formule= A2+B2+C2+D2+E2+F2+G2+H2+12+J2dans la plag&?2 :K4 de la méme maniére.
Entrer la formule= g(K2) dans la plagé&2 :L4.

Pour calculer la fréquence, entrer la formmesum(L2 :L4)/3 dans la case5.

Pour refaire la simulation, faifeRecalc(F8).

|71E |F|19F§br~a I:Fagli: DEREPTPPFQSMIDTEIEFaEn Upﬁ FFiil E'TF'EED‘LTEdlt- Ur‘u:h:- $ Fl.mc,5 5tat EEFCHalc,ﬂ
lecH I L M
1 [1@2 109 11EI somme  (0-H
z I
3
u él 2159 * 0 Dorne ;
? 2159 arx) Done _?
whenCx=0,.0,.123g{x> L2:
MAIN RRD ALTO FUMC Z7=0 MAIN FRD AOTO FUNC
- - - i - - - - B -
Fil eTPFﬁ:-tTEFJi tTuE'-:m :-'-';55"&-:-5TSEatTReFCBalcﬁ Fil eTPchutTEEi tTufw"da N P TsfatTReE"alcﬁ
lec|F IC] H I J k lec |G H I J K L
1 J10& 107 108 109 110 S0l 1 1167 1803 109 li@ somme [0-H
2 I I | - 2 1 A El El
Bl o o o] 1] o I A & @ a
4 a3l 0 4 & i 5 1
3 5
= =
7 1 I
A2:=J4 K2:-K4
MAIN RAD AOTO FUMC MAIN RAD AUTO FUNC
Fev | _Fzw FE FE* | _FPw Fiw | Fe¥ | _Fzw FE™ T _Fer
F1 le Flot[Edit Und-:- ¥ |Funcs|Stat RECalcﬁ File|Flot|Edit I_lr‘u:i-:- $ Funcs=|5tat EECalcﬁ
=@l |H I J K L M =01 (I J k. L M M
1 [1og 19 110 somme  [0-H 1 (1@ 11@ somme  |0-H
2 1 o] o] 2 1 2 o] 0] 2 1
3 0] o] o] 0] 0] 3 o] 0] 0] o]
4 0] 1 B] 2 1 4 B] 0] 1 1
5 || 5 EEEET [
& = |
| 7 LT
H Lb:
MAIN FAD AOTO FUMC HMAIN FRD AUTO FUNC

1 : Pour ce faire, encadrez votre texte de guillemets (") adanalider, sinon la calculatrice ne saura pas que c’esbde. te
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Fréguence d’apparition des 6

Pour 3 expériences de ce schéma de Bernoulli, on tréw&), 6667.
Pour 10 expériences (il faudrait donc rajouter 7 lignes), on tr(%vfe 0,8.
Pour 100 expériences, on trouye = 0, 81.

Pour 1000 expériences, on tro 5 = 0,819.

Plus le nombre d’expérience est grand, plus la fréquence d'appadi®b se rapproche geglon rappelle que dans
notre exemplep = 0, 84, ce qui illustre bien le théoreme suivant :

Théoréme 5 (inégalité de Tchebychev) : Soied > 0, X;,...,X,, n variables aléatoires indépendantes
suivant une loi de Bernoulli de parameétrep. Alors

X e X, 1 —
i =

n ne?
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