LECONN° 9 :

Propriétés axiomatiques de N.
Construction de Z.

Pré-requis:
— Notions d’algébre (injection, relation d’équivalence, sé&s, groupes, anneaux, morphismes) ;
— Relation d’ordre total.

9.1 Axiomatiques définissaniN

9.1.1 De Péano

Il existe un ensemblé&’ non vide, et veérifiant les axiomes suivants :
(i) Il existe une injectiory : N — N appelésuccession
(i) 1l existe un élément dév, notéo, tel qued & o(N);
(iii) Tout sous-ensemblé&’ de N contenant et stable pao est égal av.

Le successeurdio(0), estnotél. Le successeur(1) del est not&, etc. LensembleV\{0} sera notéV*.

Le dernier axiome est apped&iome de récurrencdn effet, soitE) un sous-ensemble dé. Dans ce cas,
Establepar < o(E)CE < VneEon)eE & (neE=o(n)eE).

L'existence d’'un tel ensemble peut étre établie par unetoaetson trés usuelle dans le cadre de la théorie
des ensembles. L'unicité s’obtient en montrant que toustesembles vérifiant ces trois axiomes sont
isomorphes, ce qui nous permettra d’en choisir un, que notesansN et qui sera appelénsemble des
entiers naturels

9.1.2 Ordinale

Il existe un ensemble N non vide, et vérifiant les axiomesasus/:
() N est bien ordonné (N est muni d’une relation d’oréfest toute partie non vide de N admet un plus
petit élément) ;
(1) N n’est pas majoré;
(111) Toute partie non vide majorée de N posséde un plus géent.

L'existence est ici admise, et on montre que deux ensemBléfawnt ces trois axiomes sont isomorphes,
ce qui permet également d’en choisir un qui sera égalemeaihet appeléeensemble des entiers naturels
Nous verrons plus loin que ces deux axiomatiques sont édquies, ce qui nous a permis de donner le
méme nom aux deux ensembles qui en résultent.

Dans la suite, nous supposerdfisonstruit grace a I'axiomatique de Péano.
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9.1.3 Théoreme de récurrence

Théoréme 1: SoitP(n) une proposition dépendant d’un entier natureln. Si P(0) est vraie et si pour
tout n € N,onaP(n) = P(o(n)), alors P(n) est vraie pour toutn € N.

démonstration: SoitFE = {n € N | P(n) vraie}. Alors0 € E est évident. De plus, on éP(n) =

P(a(n))) & (n € E=o(n) € E) & E stable paro. E vérifie donc I'axiome de récurrence, d’ol
E =N, etil vient queP(n) est vraie pour tout: € N. |

Remar que 1 : Inversement, on peut montrer que si un enseniblerifie I'axiome de récurrence, il vérifie aussi
le théoréme de récurrence : en effet, définissons pour tout entieehatarpropositionP(n) par P(n) : n appartient
aE. Alors 0 € FE impliqgue queP(0) est vraie, etE' stable paro implique quen € E = o(n) € E, soit
P(n)= P(n+1).

9.1.4 Construction de I'addition

Théoréme 1 : Il existe une unique applicationp : N x N — N telle que

a. pour tout entier p, »(p,0) = p;
b. pour tous entiersp, q, ¢ (p,o(q)) = o(v(p, q)).

démonstration:
Existence : NotonsP I'ensemble des entiers naturetstels qu'il existey,, : N — N vérifiant

©n(0) = n ety,(c(m)) = o(pn(m)) pour toutm € N. Remarquons déja qugy, 'identité
surN, vérifie les propriétés requises permettant d’affirmer que P.

Supposons maintenant quec P et montrons que(n) € P. Posons pour tout entier naturel
m, o(ny(m) = o (pn(m)). Nous avons d’une part que,,)(0) = o (¢n(0)) = o(n), et dautre
part, pour tout entierm,

nepl

o) (0(m)) = o (pn(a(m))) "= o (o(en(m))) = o (¢o(m)(m)).

On a donc bierv(n) € P, et on en déduit qué® = N (axiome de récurrence), impliquant
I'existence pour tout: € N de I'applicationy,,, impliquant enfin I'existence de la fonctignen

posanto(n, m) = @, (m).

Unicité : Supposons qu'il existe une autre fonctiopn N x N — N telle que pour toup, g € N, on

ait v(p,0)=p et  Y(po(q) =0c®q).

Soitn € N. PosonsP, = {m € N | p(n,m) = ¢(n,m)}, et vérifions qué € P, : nous
remarquons que(n,0) = n = 1(n,0).

Supposons maintenant qu’un entiersoit dansP,,. Montrons quer(m) € P,.Ona
p(n.o(m)) = o(p(n,m)) = o(¥(n,m)) =¥ (n,o(m)).

Il s’en suit queP,, = N (axiome de récurrence). Puisqueest arbitraire, nous en déduisons que
e =1 u
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Nous convenons de note(p, q) = p + ¢ et d’appeler I'application infixe I' addition des entiers

Proposition 1 : L'addition des entiers posséde les propriéts suivantes (pour toug, g, r € N) :
1.p+0=p et o(p)=p+1;
2. (p+q)+r =p+ (g + r):l'addition est associative
3. p+ q = q + p: l'adition est commutative
4. p+r = q+ r = p = q:l'addition est réguliere;
5.p+q=0&p=q=0.

démonstration:

1. Il suffit d’'introduire la notation fraichement introduite dans le théor@méxédent : pour b.,ona:

p+1=p+0(0)=¢(p,c(0) =0c(e(p,0)) =o(p).

2. Montrons lassociativitépar récurrence sur I'entier. Soientp, ¢ € N des entiers quelconques.
Initialisation: (p+¢)+0=p(p+¢0)=p+qg=p+¢(q,0) =p+ (¢+0).
Hérédité : L’hypothése de récurrence est(p*tq)+r = p+(qg+r)" (équivalente a(p+q,r) =
¢(p, q +r)). Montrons quep + q) + o(r) = p+ (¢ + o(r)). Alors

(p+a)+o(r) = op+a,or) =0(e®@+ar) = olepq+r)

= o(polg+r)=e@ag+r+1)=p+(g+r+1)
= p—i—(q—i—a(r)).

3. Montrons lacommutativitépar récurrence sur I'entier;. Soitp € N un entier quelconque.

Initialisation :  On sait déja que + 0 = p. Montrons alors qué + p = p par récurrence sup.
Lorsquep = 0,0n a0 + 0 = 0 (d’'aprés a.). En supposant qe+ p = p, on a

O+(p+1)=0+p) +1Fpt+1.

La récurrence s’acheve ici, et on en déduit que 0 = 0 + p. Bien que l'initialisation soit
montrée, montrons que cette égalité est aussi vraie au fang

On sait déja que + 1 = ¢(p,1) = ¢(p,c(0)) = o(¢(p,0)) = o(p). Montrons alors par
récurrence sup quel+p = o(p). Pourp = 0,onal+0 = ¢(1,0) = 1 = ¢(0). Lorsqu’'on
suppose que I'égalité + p = o(p) est vraie, on a

HR.

I+(p+1)=(1+p) +1 op)+1=p+1)+1=0(p+1).

La récurrence s'achéve, prouvant gue- 1 = 1 + p.

Hérédité : L’hypothese de récurrence estp %+ ¢ = ¢ + p" (rappelons quep est un entier
quelconque). Montrons que+ o(q) = o(q) + p. Alors

pral@) = prg+)=p+1+q)=0+1)+q =q+(p+1)
= q+(1+p)=(g+1)+p=o0c(q) +p.

4. Montrons larégularité par récurrence sur I'entier. Soientp, ¢ € N deux entiers quelconques.
Initialisation : Puisquep + 0 =petq+ 0 = ¢, on adirectementque+ 0=qg+ 0= p=q.
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Hérédité : L’hypothese de récurrence estu+r = ¢+ r = p = ¢". Montrons quep + o (r) =
q+o(r) = p=q.Alors

pto(r)=q+o(r) & p+r+1)=q+0r+1)Sp+A+r)=qg+1+r)
& G+ +r=(@+D)+rEpr1=¢g+1
& o(p)=o0(q)=>p=q (caro estinjective)

5. Le sens indirect est trivial. Montrons alors le sens direct par cortsée : supposons que l'un des
entiers ne soit pas nul, par exempldcela implique qu'il existey/ € N tel queq = o(¢')), et
montrons que dans ce cas;t g # 0. Puisqueg # 0,

p+a=epq =eold) =c(ed)).

On constate que + ¢ est le successeur d'un entier naturel, dgné¢ ¢ ne peut pas étre nul.
[

9.1.5 Construction de la multiplication

Nous utilisons I'addition que nous venons de définir afin diger le théoreme suivant :

Théoreme 2 : Il existe une unique applicationr : N x N — N telle que :
a. Pour tout entier p, 7(p,0) =0 (0 est dit élément absorbant

b. Pour tous entiersp,q, w(p,o(q)) = w(p, q) + p.

démonstration:

Existence : Posons() I'ensemble des entiers naturetstel qu'il exister,, : N x N — N vérifiant
T (0) = 0 etm,(o(p)) = mn(p) + n pour toutp € N. On remarque que la fonctiom, définie
par mo(m) = 0 (pour tout entierm) possede les propriétés requises, permettant d’affirmer que
0 € Q. Supposons alors quee @ et montrons que(n) € Q. Posons

Ty (12) = T () + .
Nous avons d’une part que,,,)(0) = m,(0) + 0 = 0, et d’autre part

To(n) (J(m)) =7, (U(m)) +o(m) = Tn(m) +n+o(m) = To(n) (m) +o(n).

D'ou Q = N, et I'applicationr,, existe pour tout entier naturel. Nous définissons alors :
N — N par w(n,m) = m,(m). Il est clair, d’apres ce qui précéde, quepossede les propriétés
a.eth.

Unicité : Supposons gu'il existe une autre fonctibnN x N — N telle que pour tougp, g € N,
0(p,0)=0 et  0(p,a(q) =0(p,q) +p.

Prenons un entien. et posong),, = {m € N | 8(n,m) = w(n,m)}. Il est facile de vérifier par
récurrence (surn) que@,, = Ncar0 € @, etle successeur de tout élémentgeest dans),, :

m(n,o(m)) = n(n,m) +n=0(n,m) +n=0(n,o(m)).

D'ou 8 = .
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Nous convenons alors de note(p, ¢) = p x ¢ (ou encorey - ¢ ou simplemenpyq), et d’appelerr la multi-
plication des entiers naturels.

Proposition 2 : La multiplication des entiers posséde les piariétés suivantes (pour tougp, g, r € N) :
1.p-0=0 et p-1=p;

2.p-q=0&p=00uq=0;
3.p-(g+r)=p-q+ p-r:lamultiplication est distributive par rapport a I'addition ;
4. p - q = q - p : la multiplication est commutative
5 (p-q)-r=p-(q-r):lamultiplication est associative
6. Vr € N, p-r =q-r = p = q:lamultiplication est réguliere
démonstration:

1. Découlent de la démonstration précédente.

2. D'apres 1., le sens indirect est trivial. Montrons alors le sens diregtirela, nous supposons
I'équivalence entre les axiomatiques démontrée, ce qui nous peratiisér la relation d’ordre
de N. Supposong # 0. Alorsq¢ > 1, donc il existes € N tel queq = 1 4 s. Dans ce cas,
pg =p(l+s) =p+ps.Orps € N,doncps > 0 = pg > p, etp > 1. D'ol pq # 0, ce qui est
absurde.

3. Montrons ladistributivité par récurrence sur I'entier. Soientp, ¢ € N des entiers quelconques.
Initialisation :  Lorsquer = 0, 0on ap(q + 0) = pq L pq + p -0, dou l'égalité.
Hérédité : Supposons que(g + ) = pg + pr et montrons que(q + o(r)) = pq + po(r) :

plg+ (r+1))=p((g+r)+1) (d’aprés 2. de prop. 1)
déf. R.
= po(q+7) Eplg+r)+p = (pg+pr) +p

H.R.
= pg+ (pr+p)=pg+ (pr+p-1) = pg+p(r+1).

p(q+o(r))

4. Avant de montrer l|Rommutativité montrons par récurrence sur un entiegque pour tout € N,
onaab+ b= (a+1)b.

Initialisation : Lorsqueb =0,0naa-0+0=0et(a+1)-0=0,doul'égalité.

Hérédité : L’hypothése de récurrence estab'+ b = (a + 1)b". Montrons alors que
ac(b) +o(b) = (a+ 1)o(b):

N

ac(b) +o(b) = alb+1)+(b+1)

R @+ Db+ (a+1)

(ab+a)+ (b+1)=ab+b+a+1
= (a+1)(b+1) = (a+1)o(b).

T
Nl

Nous noterons cette propriétg)(On souhaite maintenant montrer la commutativité par récur-
rence sur I'entierp. Soitqg un entier quelconque.

Initialisation :  On sait déja quey - 0 = 0. Montrons alors qué - ¢ = 0 par récurrence sup.
Lorsqueg = 0,on a0 -0 = 0 (d'aprés 1.). En supposant ensuite dqueg = 0, on a

0-0(q) = 7(0,0(q)) =7(0,q) +0 T 0+0=0.

La récurrence s'acheve ici, et on en déduit gue; = ¢ - 0 = 0.
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Hérédité : L’hypothése de récurrence estjq'= gp". Montrons alors quer(p)q = go(p) :

H.R. ()
go(p) =q(p+1)=qgp+q ="pg+q= (p+1)g=o0(p)g
5. Montrons lassociativitépar récurrence sur I'entiep. Soientg, » € N des entiers quelconques.
Initialisation : D’aprées 1,onaqué0-q)r =0-r=0et0- (¢r) = 0, d’ou le résultat.

Hérédité : L’hypothése de récurrence est(py)r = p(qr)" (équivalente ar(pq, r) = 7 (p, qr)).
Montrons que(o(p)q)r = o (p)(qr). Alors

(cp)g)r = (qo(p))r = (ap+q)r
= r(gp+q) =rqp+rqg=qrp+qr = (qr)o(p)
= oa(p)(qr).

6. A nouveau, nous utiliserons la relation d'ordre SNr Quitte a inverser les réles de et ¢, on
peut supposer qug > q, impliquant I'existence d’'un entier natureltel quep = ¢ + s. Alors
pr = qr = (¢ + s)r = qr + sr. Par régularité de I'addition, ceci implique que- = 0, donc
(d'aprés 2.) quer = 0 ous = 0. Orr € N*, donc il vient ques = 0, soitp = g.

9.1.6 Equivalence entre les axiomatiques

Pour pouvoir appeler deux ensembles définis de maniéreatiti® avec le méme nom, il faut au préalable
prouver que ces deux axiomatiques sont équivalentes.

Montrons déja que I'axiomatique de Péano implique I'axitque ordinale.

démonstration:
Montrons que (N, <) est un ensemble bien ordonné : Définissons tout d’abord la relatioq :

Vp,geN, g<p&3IreN|p=q+r

— r = 0 donne la réflexivité de la relation.

— Soientp, ¢ € N. Supposons que < g etq < p. Alors il exister,r” € Ntels queq = p +r
etp = ¢ + /. Dans ce casq = (¢ + 7’ + r), et par régularité de I'additiony + ' = 0. La
proposition 1 permet de conclure que= ' = 0, c’est-a-direp = ¢. la relation < est donc
antisymétrique.

— Soient, b,c € N. Alorsa < b etb < cimpliquent I'existence de, r’ € N tels queb = a + r et
c=b+r'.Dotuc=(a+r)+7r =a+ (r+7'). Enposant” = r + 1’ € N, on trouve bien
a < ¢, ce qui rend la relationg transitive.

Dans tous les cas, on aura toujoyss= g + r, ou alorsq = p + r si la précédente égalité est
impossible, car les deux membres sont des éléments égalnCada rend la relation totale.

On peut alors définir pour tous, ¢ € N :
p<gep+l<yg

Montrons que toute partie non vide Beadmet un plus petit élément. Pour toute paffie N non
vide, on noteV/ I'ensemble des minorants de M est non vide puisqu’il contient nécessairement
0. De plus, il existen € M tel quep + 1 ¢ M (en effet, (Ill) entrainerait quéd/ = N et donc



E = @). Supposons alors que¢ E : dans ce cas, pour tout € F, l'inégalité p < n implique
p+ 1 < netp+ 1seraun minorant dé’, ce qui est absurde. D’opi € E, et on en déduit que
est le plus petit élément de.

Montrons que N n’est pas majoré : Si p était un majorant deN, on aurait quep + 1 < p. Mais
puisquer < 1+ 1, on auraity = p+ 1, soit0 = 1 par régularité de I'addition. Ceci est absurde.

Montrons que toute partie non vide majorée de N posséde un plus gnd élément : SoientF’ C N
une partie non vide et majorée, e I'ensemble des majorants dé. .# n’est pas vide donc
posséde un plus petit élément Nécéssairementy € F' (procéder par I'absurde en utilisant le
prédécesseur de) etm est le plus grand élément dé

Montrons maintenant que I'axiomatique ordinale impligagibmatique de Péano.

démonstration:
Montrons qu'il existe une injection o : N — N : Soito : N — N définie paro(n) = n + 1. Alors
pour tousn, m € N,

on)=o(m) < n+l=m+1 & n=m.

o est donc injective.

Montrons que 0 € o(N) : Supposons que € o(N). Alors il existe un entier tel quen + 1 = 0.
D’aprés la proposition 1, on a done = 1 = 0, en particulierl = 0, ce qui est absurde.

Montrons I'axiome de récurrence : Soit £ € N. Supposons (par I'absurde) queé # N. Dans ce

Propriétés axiomatiques dg. Construction deZ.

cas, le complémentaire dé dansN n’est pas vide, donc posséde un plus petit élément que nous

noteronsm. Puisque0 € FE par hypothésemn # 0 donc admet un prédécesseur(tel que
n + 1 = m) qui appartient aF. Mais I'hypothese implique que + 1 = m € FE, ce qui est
absurde, dond@ = N, et 'axiome de récurrence est démontré.

9.2 Construction deZ

Nous venons de voir la "construction” 8eet de ses lois. Par contre, étant donpésc< N, la question de
savoir s'il existe un entier natureltel quep = ¢ + r ne trouve de solution que lorsque> ¢. Nous allons

donc construire un ensemble contendrel que I'équatiorp = ¢ + r trouve toujours une solution.

9.2.1 Construction

On noteN x N I'ensemble des couples d’entiers naturels. Dans cet erleataltouples, on a trivialement
que(a,b) = (d/,V') & a = o’ etb = b'. On définit alors une relation (d’équivalence - facile a mentR

entre couple d’entiers par
(a,b) R (d',0') & a+b =d+0.

Les classes d’équivalence Bex N pour la relation d’équivalencg forment un ensemble noi&et appelé

ensemble des entiers relatifSn peut donc écrire que :

Z:(NxN)/R:{m,a,beN}.



8

Propriétés axiomatiques dg. Construction deZ.

9.2.2 Addition dansZ

Soientz,y € Z. Choisissonsp, q), (¢, ¢') deux représentants deet (r, s), (1, s’) deux représentants de
y. On remarque que

(p+r,qg+s) R +1r',¢+5),

ce qui implique quép + r,q + s) et (p' + 7', ¢ + ') déterminent la méme classe déhsOn peut donc
définir 'opération notée provisoiremeat:

Va,d,b,b €N, (a,b)® (a,V)=(a+a,b+1).

Théoréme 2 :(Z, @) est un groupe commutatif.

démonstration:

Associativité : Elle est assurée par celle de la l¢i dansN. En effet, on a

(@b e @) & @ v =(atad.b+¥) @ @.0) =(atadta b0,

et

(a7 b) D ((a/7 b’) D (a//’ b”)) — (a7 b) D (a/ +a” b+ b”) _ (a +ad +d,b+b+ b”),

d'ou I'égalité ((a,b) ® (a/,V)) & (a”,b") = (a,b) & ((/, ) ® (a”,1")).

Elément neutre : Remarquons que pour to(t, b) € Z, (a,b) & (0,0) = (a + 0,0+ 0) = (a,b). De
méme, on montre qué, 0) & (a,b) = (a,b), donc(0, 0) est bien I'élément neutre recherché.

Symeétrique : Pour tout(a,b) € Z, il existe(b, a) € Z tel que

(a,0) ® (b,a) = (a+b,a + b) = (0,0).

Commutativité : La commutativité est assurée par celle de lafodansN.

On note—(a, b) € Z I'opposé de I'élémenta, b) € Z, de sorte que-(a,b) = (b, a).

Proposition 3 : L'application f : N — Z définie par f(a) = (a, 0) est un homomorphisme injectif
de monoides.

démonstration: En effet, pour tous, b € N,

fla4+b)=(a+b,0) = (a,0) D (b,0) = f(a) ® f(b).

Par ailleurs, cette application est clairement injective, puisque demanderep classes dg:,0) et
(b,0) soient égales revient justement & demanderaueb. [
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L'application f est un plongement d&¥ dansZ qui permet d’identifielN et f(N) en écrivantz = (a,0)
pour touta € N. Avec cette identification, 'ensemblé devient une partie d&é. Lopposé dex € N dans
Z est(0,a) = —(a,0), ce que I'on écrit-a.

De plus, la démonstration précédente nous informe fjgénéralise I'addition dani, nous permettant
désormais d’écrire- a la place deb.

Théoréme 3 : Soit—N la partie de Z formée des opposés des éléments HeAlors
1.Z=N U (—N);
2. N N (=N) = {0};

3. Sia > b, I'unique entier naturel (noté a — b) solution de I'équationb + x = a coincide aveg
la sommea + (—b) dea et de 'opposé(—b) deb.

démonstration:
3. b+ (a+(-b)) =a= a+(-b) = a—bquanda > b.

)
1. Pourtout(a,b) € Z,ona:

(a—5b,0)=a—-beN si a=b

(a,b)z(a—b,O)Z{W:_(b_a)e_N si a<hb.

2. Pourtouss, b € N,

a=-b < (a,00=(0,0) & a+b=0 < a=b=0.

9.2.3 Multiplication dans Z
Soient(a, b) = (', V) et(c,d) = (¢/,d'). Alors

(a+0)=(b+d) ad +bd =bd +d'c

a+bt =b+d (a+b)d = (b+d)d bd' + d'd = ad +Vd
{c—ird’:c’—l—d alc+d)=a(d+ ) 7\ ac+ad = ad + ac
bc+d)="bd+ ) bd + bd’ = be + bd'.

En additionnant membre a membre, les égalités du derniggregson trouve :
(ac+bd) + (V'd 4+ d'd) = (be + ad) + (a'd +¥'d'),

c’'est-a-dire

(ac+ bd,bc + ad) = (a/d +Vd' UV + d'd'),

égalité qui nous permet de poser la définition suivante :

V(a,b),(c,d) € Z, (a,b)x (¢,d) = (ac+ bd,bc + ad).
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Théoréme 4 : Cette multiplication est commutative, associate et distributive par rapport a I'addi-
tion. Lélément (1, 0) est I'élément neutre pour cette multiplication. De plus, cite opération généra-
lise la multiplication dans N puisque tousa,b € N, on a:

f(a) X f(b) = (a,0) X (b,0) = (ab,0) = f(ab).

démonstration:

Commutativité et associativité : Conséquence de la commutativité et de I'associativité desHais
x dansN.

Ditributive :  Pour tousz1, x2, y1, ¥2, 22, 22 € N,on a:

(1,91) X (y1,y2) + (21, 22)
= (@1,72) X (y1 + 21,92 + 22)
= (z1(y1 + 21) + 22(y2 + 22), w2 (y1 + 21) + 21 (y2 + 22)),

et
(@1,71) X (y1,¥2) + (21, 1) X (21, 22)
= (z1y1 + w2y2, T2y1 + T1Y2) + (2121 + X222, 221 + T122)
= (l‘l(yl + Z1) + z2(y2 + Zz), 9U2(y1 +2z21)+ 9U1(y2 + 22)),
d’'ou I'égalite.

Elément neutre : Pour tousa, b € N, on a

(a,b) x (1,0) =(a-1,b-0,b-1,a-0) = (a,b).

Remar que 2 : Comme pour I'addition, nous nous sommes permis d’utiliser le méme symbole pour lalicaHtip
tion dansN etZ grace a la généralisation exprimée par ce théoréme.

Avec les notations précédemment établies, on peut donspréenieres propriétés de la multiplication dans
7. . pour tous entiers naturedset b,

o (a,0) x (b,0) = (ab,0) = axb=ab;

o (a,0) x (0,b) =(0,ab) = ax(=b)=—(ab);

o (0,a) x (0,b) = (ab,0) = (—a) x (=b) = ab.

Théoreme 5 :(Z, +, X ) est un anneau commutatif unitaire, et I'application f est un homomorphism
injectif pour les lois + et x.

démonstration. Conséquence du théoréme 3. [ |
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9.3 Remarques

L'idée pour la construction d& est de partir de l'idée intuitive qu’on en a : trouver un irsega chaque
élément déN! Sil'on veut définir—2 avec des entiers naturels, on a envie de le voir cofhme ou3 — 5,
etc. Les difficultés sont que I'écriture n’est pas uniqueust kg "soustraction” n’a aucun sens d&hsour
nous enlever cette difficulté, on va donc considérer qu’'umieepd’entiers natureléa, b) correspondra a
Ientier relatif* « — b. Malheureusement, cela n’enléve pas le probleme d’uneitgpéchant ainsi le choix
deN x N pour 'ensembléZ. On va donc regrouper les paires qui correspondent au mértier"exiatif"
(par exempl€0, —2) et (3, 5)).

La relation d’équivalencéu, b) R (a/,b') < a + b = o’ + b permet de supprimer cette autre difficulté. On
notera gu’intuitivement, cela correspond audsiau = O’ — o/, traduisant bien qu’il s’agit du méme "entier
relatif"!

Le morphisme de monoidégssert a voir un entier naturel comme cas particulier d’unegnglatif (ce qui
est conforme a I'idée qu’on se faisait @& Il faut alors vérifier que ce morphisme prolonge bien l'itidd
et la multiplication deN aZ, ce qui est facile a faire. Il en découle aussi que les prtiposil et 2 restent
valables pour tous élémenisg, r € Z.
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