LECON N° 10 :

Division euclidienne dans  Z, unicite du
guotient et du reste. Applications. Lexposé
pourra étre illustré par un ou des exemples

faisant appel a l'utilisation d’une
calculatrice.

Pré-requis:

— Z est bien ordonné et archimédien ;

— Toute partie non vide et minorée (respectivement majoréej gossede un plus petit (repectivement
grand) élément;;

— Notions de groupes, sous-groupes (les sous-group&ssoat lesnZ) ;

— bdivisea (a,b € Z) S'il existec tel quea = be (on noteb|a).

10.1 Division euclidienne dan¥.

Théoreme 1 (fondamental) : Soien{a, b) € Z x Z*. |l existe un unique couple(q,r) € Z? tel que
a =bg+ r,avecO < r < |b|.

démonstration:
Unicité: Sia = bg+r =bq +1',alorsb(q—¢)=r"—r = 1b| | —q| = | —7r| < |b] = 0 <
lg —q¢'| <1=q=q carq,q € Z et par suitey = r’.

Existence: Supposon$ > 0. SoitA = {n € Z | nb < a}. A n'est pas vide (en effet, 8i< 0,0 € A
etsia < 0, alorsa € A), et majoré pamax(0,a) (carn < a/b < 3 max(0,a) < max(0,a)),
doncA admet un plus grand élément que I'on ngie Soitr = a — g4 b. g4 € A ce qui implique
quegab < a,d'our > 0 etgy + 1 N"appartient pas ad. On en déduit quégs + 1)b > a <
gab+b>asb>a—qgabsr <b=|b,doncO < r < |b| etl'onabiena = g4b+ r. Si
b > 0, partir de (a, —b).

Ainsi s'achéve la démonstration. ]

Définition 1 : Déterminer q et r, c’est effectuer ladivision euclidienne de: par b. Dans cette division
a, b, q etr sont respectivement appelédividende diviseur, quotientet reste

Remar ques 1:
1. Sir = 0, alorsb divisea.
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2. bg n'est pas nécessairement le multiplebde plus proche de.
Exemple 14 =2 x 5+ 4 (a = 14, b = 5). Or 15 est un multiple dé plus proche de que2b = 10.

Corollaire 1 : Soit (a,b) € N x N*. Il existe un unique couple(q, ) € N2 tel quea = bq + r, avec
r < b.

démonstration: Sia < b, ¢ = 0. Sinon,a — r = bg > 0, doncq € N.

Descente de Fermat
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(tun,vn) = (g,7), OU v, est le premier des; construits tels que,, < b. L'algorithme se termine car
v, =a—nb< a< (n+1)b, etZ est archimédien (don¢a,b € N3 c € N | cb > a).

10.2 Sous-groupes dg et algorithme d’Euclide

\Théoréme 2 : Pour tout sous-groupd de Z, il existe un uniquea € Ntel que G = aZ.

démonstration: Supposons: # {0}. SoitP = G N N*. P posséde un plus petit élément- 0. Par
récurrenceaZ C G. Soit alorsb € G. Par division euclidiennd) = ag + r avec0 < r < a. G étant
un groupey =b—aq € G, etdoncr € PU{0} carr > 0. Mais par définition de:, et comme: < a,
r ne peut appartenir &, doncr = 0 et par suitep = aq. Il vient queG C aZ. [ |

nY

Proposition 1 : Soit (a,b) € Z2. Ga» = aZ + bZ = {au + bv | (u,v) € Z*} est un sous-groupe
deZ et il existe un uniqued € N tel que G, = dZ.

démonstration. 0 € Gy, etz =au+bv,y =av' +b' =z —y=alu—u') +b(v —v") € Gu,
doncG, est un sous- groupe d& Le théoréme précédent assure I'existencd ti queG,, = dZ. B

Proposition 2 : Soit (a, b) € Z2. d est I'unique entier naturel tel que :
(i) d|aetd|b;
(i) (c|aetelb) = c|d.
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démonstration: d divise tous les éléments d& = G, donc en particuliew etb. Sic divisea etb,
alors ¢ diviseau + bv, donce divised. [ |

Définition 2 : d est appeléPlus Grand Commun Diviseur de etb, nott PGCD(a, b) oua A b.

Algorithme d’Euclide

Soit (a,b) € (N*)Q, aveca > b. Sibla, a Ab = b. Sinon,a = bg, + 1, eta Ab = b Ar; L On réitére le
procédé ro = betry,_; = rpqu_1 + o1 (K = 1) jusqu’a trouver un dernier reste non nyl diviseur de
Tn_1 (rny1 = 0). Le procédeé s’arréte parce que> r; > 1, > --- > 0. Aufinal,a A b = r,.

Exemple Déterminonsl45 A 7.

145 = 7x204+5
= Hx1+2

= 2x24+ H dernier reste non nul

= 1x240.

Conclusion 1145 A 7 = 1. On dit que 145 et 7 sont premiers entre eux. Cet algorithmefaeilement étre
implanté dans une calculatrice :

:pgcd(a, b) . 2 . .
- Prgm On tape ceci sur I'écran Home, puis on valide :
:Local t,ta,tb,q 0 cotra|cate ot e [Pramo|c1eem Us] |
1 f b<a Then: b->t: a->b: t->a
Endl f
:drlO
:Disp "Algorithme d Euclide"
a->ta: b->tb
s Loop
: D| sp s't‘r| ng(t b) & /[ "&stri ng(ta) &": "quo pacd (145 .77
tient "&string(int(tb/ta))&" reste "&st FROS FAD RUTD FURE 0750
ring(tbh-taxint(tb/ta))
tta->t On obtient ainsi I'écran suivant :
th-t int(t t ->t ERE AR e
-t E)>t S* ( ol a) 2 : PRt (MR =:E?,?:E-E‘TPPF95NIU]:::5_:5--5:5‘: e.i;fm
: _ Algorithme d'Euclide
1f ta=0 Then 145 ~ 71 aquotient 20 reste S
CExit 7 < 5t guotient 1 reste 2
Endl f 5 ~ 2! guotient 2 reste 1
: EndLoop 2 < 1% gquotient. 2 reste 0
:Disp "pgcd("string(b)&","&string(a)&") Pacdelds, 7y = 1
= "&string(tb)
: EndPrgm FROG TAD AOTO G T

1. Démontrons cette égalitéa: = bq; + r1. Soientd = a A betd; = b A ry. di|r; etdi|b, doncd; |bg,. Il vient que

di]bq1 + 1 < dy)a, et commel, |b, dy|d (d’aprés le point (ii) de la proposition 2). @fa etb, doncd|bg; — a < d|ry = d|d;.
Au final, d = d;.
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10.3 Applications

10.3.1 Congruences danz

Définition 3 : Soit n € N*. Deux nombres entiersa, b € Z sont dits congrus modulon sia — b est
divisible par n. On note alorsa = b [n].

Propriétés : La relation de congruence asiflexive symétriqueet transitive: c’est une relation d’équiva-
lence.

Par division euclidienne deparn, on aa = gn + r, donca = r [n], avec0 < r < n. r est le seul nombre
congru & modulon vérifiant0 < r < n. La class& dea posséde donc un élément unique dghs — 1].

Réciproquement, pour toute [0,n — 1], 7 = {r + kn, k € Z}.

L'ensembleZ quotienté pae= sera noté/nZ, et posséde éléments 0, ..., n — 1. Enfin,

Ureve = 12"

donc on peut munir canoniquemehinZ de deux lois de composition interne :

rT+y=x+y et T-Y=717"1.

Muni de ces deux loigZ/nZ, +, -) est I'anneau des classes résiduelles modulo

10.3.2 Eléments inversibles d& /nZ

Proposition 3 : @ est inversible (dansZ/nZ) si et seulement si A n = 1 (dansZ). Lensemble des
éléments inversibles d¢&Z./nZ forme un groupe.

démonstration ainversibles 3d’ |ad =1 < ad’ —kn =1 "Z"aAn = 1. u

Remar que 2:
Siab = ac [n] eta A n = 1, alorsa admet un inverse’ dansZ/nZ, d'olia’ab = ad'ac < b=7¢ < b= c [n]. On
peut donc « simplifier » une congruence par tout nombre premieravec

Corollaire 2 : Z/nZ est un corps si et seulement 3i est un nombre premier.

démonstration: Z/nZ corps< 1,...,n — 1 sontinversibles= 1,...,n — 1 premiers avea < n
est premier. |
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10.3.3 Ecriture d'un entier naturel en baseb (b € Netb > 2)

Soita € N. Alors il existe un unique;, € N tel quea = bgy + 29 (0 < g < b, o < a).

Il existe ensuite un unique, € Ntel quegy = bg; + 21 (0 < 1 < b, ¢1 < qp), d’oU
a=0b*q + bxy + 0.
En allant plus loin, il existe un unique, € N tel queg; = bgs + 22 (0 < 25 < b, g2 < ¢1), d'OU
a="bq + b 29+ bxy + x0.

Itérant cet algorithme (qui se termine cay,) est strictement décroissante), on voit qu’il existe unguei
suite finiex,, . . ., z, telle que

a=a, 0" + a2y 1 0" o b 1y b+ g,

avecz, # 0, et ou pour tout, z; € [0,b — 1] : c’estl'écriture de a dans la baseb.

10.3.4 Critere de divisibilité en base 10
Soita € N d'écriturea = 10" x,, + 10" ' 2,1 + - -- + 1021 + 0.

¢ Un entier naturel est divisible par 2 (resp. 5) si et seuldraeson chiffre des unités est divisible par 2
(resp. 5).

démonstration: 2 et5 divisent10, donc10* (pour toutk) : 10¥ = 0 [2/5], d'olla = =0 [2/5]. W

< Un entier naturel est divisible par 3 (resp. 9) si et seuldrmela somme de ses chiffres est divisible par
3 (resp. 9).
démonstration: 3 et9 divisent10 — 1, donc10 = 1 [3/9] (pour toutk) : 10 = 1 [3/9], d'ou
a=>7" i [3/9]. |

¢ Un entier naturel est divisible par 11 si et seulement sifféi@ince entre ses chiffres d’indice pair et la
somme de ses chiffres d’indice impair est divisible par 11.

démonstration: 10 = —1 [11] = 10F = (—1)* [11], etdonca = 37 (—1) z; [11]. |
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