LECON N° 11 :

PGCD de deux entiers naturels. Nombres
premiers entre eux. Applications. Lexposeée
pourra étre illustré par un ou des exemples

faisant appel a l'utilisation d’une
calculatrice.

Pré-requis:
— Z ainsi que la division euclidienne daffs,
— Z est un anneau principal (i.e. intégre dont tous les idéaunt de la formenZ avecn € N).

11.1 PGCD de deux entiers relatifs

11.1.1 Définition et propriétés

Soienta, b € Z. Il existeo € Z tel queaZ + bZ = 0Z. L'entier relatif§ n’est pas unique, mai&Z = 0'Z <
0’ = £6, de sorte que I'on puisse définir :

Définition 1 : Le plus grand commun diviseu(PGCD) dea et b est I'unique entier positif 6 qui veérifie
aZ + bZ = dZ. On le note

6 = PGCD(a,b) =a Ab.

Théoreme 1 : Soienty € Neta,b,d € Z.Ona:

B 8 divisea etb ()
§ = PGCD(a,b) < (d|§ < d|aetd|b) < { dlaetdlb = d|s.  (B)

démonstration: La seconde équivalence est triviale. Montrons la premiére):=siPGCD(a, b),

d|0 < 0Z C dZ < aZ + bZ C dZ < aZ C dZ etbZ C dZ < d|a etd|b.

Réciproquement, |6 < d|a etd|b), notonssy = PGCD(a,b). Le sens direct montre que|dy <
d|a etd|b), de sorte quéd|d < d|dp) et que I'on ait simultanément |0 (en effetdp|a etdp|b, donc par
hypothése)y|d) etd|dy. Cela prouve qué = dy, puisque) etd, appartiennent &. [
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Remar ques :

La relation| est une relation de préordre sticar elle est réflexive et transitive, et les conditida$ et (5) montrent
qued (comme—J) est "une” borne inférieure de la partie fie b} deZ pour la relationj. Cette borne inférieure n’est
pas unique dan® car la relation n’est pas antisymétriqgue. Cependant, 'unicité de la borne inférieast acquise
si I'on se place danyl, la relation| devenant alors une relation d’ordre dahs

SiI'on choisit des entiers naturelsetb non simultanément nuls, alofs= PGCD(a, b) n’est pas nul et vérifie

0 divisea etbd
dla etd|b = d|6 = d < 0.

0 est donc aussi le plus grand élément de I'ensemble des diviseurs coramehs pour la relation d’ordre usuelle
< dansN, ce qu'on écrity = max{d € N/d|a etd|b}. La dénomination « plus grand commun diviseur » peut ainsi
étre comprise indifféeremment pour la relation d’orgldansN ou pour la relation habituellg.

Théoréme 2 : A multiplication pres par un élément inversible,
1.Va,beZ, aNnb=bAa (comutativitt¢ du PGCD);
2.Va,byx €Z, (xa)A (xb) =x(aNDb);
3.Va,b,ceZ, (anb)Ac=aAN(bAc) (associativité du PGCD).

démonstration: 1. est trivial. Les assertions 2. et 3. proviennent de
(za)Z + (xb)Z = z[aZ + bZ) = z[(a Ab)Z]) = (z(a AD))Z

et
((anb)Ac)=(anb)+(c)=(a)+ (b)+(c)=(a)+ (bAc)=(an(bAC)),

ou (a) représente I'idéatZ. [ |

11.1.2 Calcul pratique du PGCD

e Algorithme d’Euclide : Supposong > b. Sib = 0, a A 0 = a. Sinon écrivons les divisions euclidiennes
suivantes :

( a=bqg+r 0<r<b
b=rq +n o< <r

r="rigs + 7o 0<ra<m

Tk = Tet1Grt2 + Thy2 0 < rpgo < Tigr.

\

Sil'on avaitr,, # 0 pour toutk, on construirait une suite,) strictement décroissante d’entiers naturels, ce
qui est impossible. Le restes’annule donc au bout d’'un nombre fini d’itérations, et I'dstient ainsi :

Tn—2 = T'n—14n + Ty 0 < Tn < Th-1
Tn—1 = Tnqn+1 Tnt1 = 0.
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Onremarque que ANb=bAr=rAr;=---=r, N0 =r,. Ainsi, le PGCD de: etb est le dernier reste
non nul obtenu dans I'algorithme.

Exemple: PGCD(168,98) = 14 puisque

168=98x1+70, 98=70x1-+28, 70=28x2+14, 28=14x2+0.

e Factonalité deZ : Sia = pi* ---p2 etb = pfl ---pP, ou lesp; sont des nombres premiers distincts
(quelquesy; ou 3; pouvant étre nuls), on vérifie que

PGCD(CL, b) — pilnf(alyﬁl) .. .pinf(an,ﬁn).

n

11.1.3 Nombres premiers entre eux

\ Définition 2 : Les entiersa et b sont dits premiers entre eusia A b = 1.

Théoréme 3 (Théoreme de Bézout) : Les entierg et b sont premiers entre eux si et seulement sl
existeu, v € Ztels queau + bv = 1.

démonstration a Ab=1< aZ +bZ =7 < Ju,v € Z,au + bv = 1. [ |

Corollairel1:SiaAnb=1etaANec=1,alorsa A bc =1.

démonstration: Le théoréeme de Bézout montre I'existence de quatre entiers relatifs/’, v’ tels
queau + bv = 1 etau’ + cv’ = 1. Par multiplication des deux égalités, on en déduit gieuu’ +
ucv” + u'bv) + (be)vv’ = 1, de sorte que etbe sont bien premiers entre eux. |

Théoréme 4 (Théoreme de Gauss) : @i divise be et sia est premier avecb, alors a divise c.

démonstration au + bv = 1 entraineauc + bvc = c et puisque|b, a divise le premier membre égal
ac. |

Corollaire 2 : Si by A by = 1, Siby|a et sibs|a, alors b1 by |a.

démonstration: |l existeu € Z tel quea = byu. Par le théoreme de Gauss,|u, donc il existe un
entier relatifv tel queu = byv, et I'on obtienta = b1bev, donch; bs|a. |
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11.2 Equation diophantienneax + by = ¢

11.2.1 Principe de résolution

On désire obtenir toutes les solutions entiéres de I'égnati + by = ¢, ol (a, b, c) € Z3.

e S'il existe une solutiorix, y) € Z?, etsid = a A b, alorsd|c. Par conséquent, §ine divise pag, I'équa-
tion ne possede aucune solution ddAs

e Supposons maintenant gdie. En notant = dd’, b = 6’ etc = ¢/, on se raméne a
dr+by=<c, oud AV =1.

e Résolvons donc I'équatiomr + by = ¢, oua A b = 1. La connaissance d’une solution particuliere de
cette équation nous permet de trouver toutes les autresos®uSupposons en effet qae,, yy) vérifie
axg + byy = c. Alors

ax +by = c < ax 4+ by = axg + byy < alr — x9) = b(yo — v). (11.1)

Donca diviseb(yy — y) eta est premier avek, donca divisey, — y d’'apres le théoreme de Gauss. Il existe
ainsiu € Z tel quey, — y = au, et par suitez — zo = bu. Réciproquement, $y — y = au etz — xy = bu,
alors(z,y) vérifie (11.1). En conclusion,

xr=1x9+ bu

am+by:c<:)3u€Z,{
Y = Yo — au.

11.2.2 Recherche d’'une solution particuliére : algorithme d’Euclidegtendu

Une solution de I'équationx +by = 1 existe d’aprés le théoreme de Bézout puisque I'on suppose= 1.
Voyons la méthode sur un exemple : cherchons une solutidgicyi#re de385x + 156y = 1. L'algorithme
d’Euclide nous donne

| Dividende| Diviseur | Reste| Quotient|| Relation |
385 156 73 2 73=a—2b
156 73 10 2 10=b—2x73=b—2(a—2b) = —2a + 5b
73 10 3 7 3=73—7x10= (a—2b) — 7(—2a + 5b) = 15a — 37b
10 3 1 3 1=10—3x 3= (—2a+5b) — 3(15a — 37b) = —47a + 116b
3 1 0 3

Pour démontrer ce procédé par récurrence et le systéemagisegnons les notations de I'algorithme d’Eu-

clide :
(a=0bg+r

b=rq +mr
T =T1q2 + T2

Tk = Tk+1qk+2 T Tka2 (*)

Tp—2 = Tn_1Gn + Tn
\ "n—1 = "nqn+1-
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On sait que,, = PGCD(a, b). Posons, = auy, + buy.
* Premier pas « = bg + r entrainer = ry = a — bq. On choisit(ug, vo) = (1, —¢q).

*= Deuxieme pas b = roq; + r1 entrainer; = b — (aup + bvg)q1 = a(—uoq1) + b(1 — voq1). On choisit
(u1,v1) = (—uoq1, 1 — voqu).

* Troisieme pasty = ¢ + 72 entraine

ry = 1o —T1q2 = (auo + bvg) — (aus + bvy)ge
= a(ug — u1q2) + b(vg — v1G2).

* A chaque pas de calcul, on détermipeetr,, mais aussi le couple

(Uk:, ’Uk) = (qu — Uk—19k, Vk—2 — UkAQk)-

Programme sur la calculatrice Tl Voyage 200

A gauche, le programme et a droite, le résultat affiché pexemple précédent :

F T TrszruvT FE FE™
- I:n:-htr*n:-l I-0arFind.. [Mode i Fer Fiw Fyr FE Fd
teucl_eLin, po T ] |vi—|ngebPa Calc Dther*TPr*ngDTElean Llpl |
:Pram
iLocal a,b,qy Ui
tEiri0inbatlitpebil ]
.mndia[ll,b[1]}+r[1]
intcalll<chl113aeyql1]
1+ul11: =401 1+01]
If modihlll,r[11a=0 Then
: Eoto 11
iEndIf ®eycl_eti 385, 156) Done
bI11+al21:rI1 140121 eucl]l_et<3B5.156>
modéalz2l,bl2lasr[2] HAIN FAD ALTO FUNC 1730
intcalZ]l thlZ]2asq[2]
L2112 1=y [2 1w [l 10 2] I
ﬁ;il dikhli=1],[i=11220
ile mo i=11.,r[i= T oo TTw
bli-1)+alilirli-1]1+blil oo [ e deen [0 b e jgl |
modcalil.blii133rii] domi il s ol o
thcEEIIfg?LIE?)T?ilf-J PGECOC3E5S, 156 = 1
uli=21-olil+uli= uli — -
: u[i—E]—q[i]*u[i—l]-}u[i] 1 = 385 « ¢-4V» + 156 x (116G,
S S|
EEnthlle
;DISE "PEED{"&stPlngia[ilha" "Letringdbl
= "ketringirli=112
=D15p 5tr1hgtr[1 log? = "fatringlall 128
¢! &stPlng{u[l 112"y + &stPlng{b[l
_])&" o ("kstringowli=1 108"
;Er'u:lF“r*gm MAIN FAD AOTO FUNC 7730
FRIN RAD ALTO FUNE

11.2.3 Interprétation géométrique

Rapportons le plan euclidien a un repere orthonormé d'aiginNotonssS le point de coordonnéds, b)
et M un point de coordonné€s, y). On a alors

—_— —

ar+by=1< OM-0OS =
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—_— — —_— —

L'unique pointH de la droite(OS) vérifiantOH - OS = 1 est donné pa® H = OS/0S?, donc
—_— — —_— —— —_— —

ar+by=10M-0S=0H-05 < HM -0S =0.

Ainsi, chercher les solutions entiérgs y) de I'équationaz + by = 1 revient a chercher les poinfd a
coordonnées entiéres appartenant a la droite passaht gperpendiculaire &0.5).

Pour 'exemple, on a choidiz + 3y = 1.

11.3 Autres applications

11.3.1 Fraction irréductible

Théoréeme 8 : Tout rationnel r s’écrit de fagcon uniquer = a/b, avec(a,b) € Z x Neta A b = 1.

démonstration:
Existence : Soitr € Q. Il existe(a,b) € Z x Z* tel quer = a/b. On peut se ramener&@c N* en
posanta = —a etb = —b puisque(a, b)R(—a, —b) d’aprés la remarque. Soit aloré = |a| A b.

Alors il existed’, V' tels quea = da’ etb = db’ aveca’ AV =1, d’ou

_a  dd qid

"ThY T T v
avec(a’, V') € Z x N*.

Unicité: Soitr = a/b = ¢/d, aveca Ab = ¢ ANd = 1. Ora/b = c¢/d < ad = be, et d'apres
le théoreme de Gauss, on a d’une part gilec etc A d = 1 = d|b, et d'autre partb|ad et
alwedgeb = 1 = b|d. Au final,b = d car ils sont tous les deux élémentsi¥g et il en découle
quea = c. Les deux fractions sont les mémes.

L'unicité justifie alors la définition de fractiomréductible [ |
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11.3.2 Eléments inversibles (resp. générateurs) d&/nZ

Théoréme 9: Soitn € N\ {0, 1}. L'élémentz estinversible dans 'annealZ/nZ (resp. un générateur
deZ/nZ) si et seulement sic est premier avecn.

démonstration:

Zinversibledang/nZ < 3JyeZ/nZ|T-y=1
& dryeZlxz=y|n]
& JryuelZl|lzyt+un=1

Bézout
&S rAn=1.
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