LECON N° 13 :

Nombres premiers; existence et unicité de
la decomposition d’'un nombre en facteurs
premiers. Infinitude de 'ensemble des
nombres premiers. Exemple(s)
d’algorithme(s) de recherche de nombres
premiers. Lexposé pourra étre illustré par
un ou des exemples faisant appel a
I'utilisation d’'une calculatrice.

Pré-requis:

— Définition et propriétés des ensemblegtZ ;

— Raisonnement par récurrence ;

— Divisibilité dansZ, nombres premiers entre eux, théoréme de Gauss.

13.1 Définitions et premieres propriétés

13.1.1 Définition et remarques

Définition 1 : Un entier naturel n est dit premiers’il est distinct de 1 et n'admet pas d’autres diviseurg
(dansN) que les diviseurs triviaux1 et n.

Proposition 1 : Soitn € N*. Alors n est premier si et seulementsp = ab < a = 10oub =1
(« ou » exclusif).

démonstration: C’est la traduction de la définition en termes mathématiques. [ |

13.1.2 Trois résultats importants

Lemme 1: Tout entier naturel supérieur a 2 posséde au moins un divsemier.
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démonstration: Soitn € N\{1}. L'ensemble des diviseurs destrictement supérieurs a 1 n’est
pas vide (il contient), donc posséde un plus petit éléménOn montre quel est premier. Sk est un
diviseur ded strictement supérieur a 1, alors< d. Maisa divisen (puisquea divised, qued divisen,
et que la relation « divise » est transitive), dah¢ a. Finalementg = d et les seuls diviseurs positifs
ded sontl etd. [

Lemme 2: Un nombre premier est premier avec tout nombre qu’il nesdiyias.

démonstration: Sip premier ne divise pas, 'ensemble des diviseurs giedansN sera{1l, p}, et le
seul diviseur commun@etn ne peut étre que 1. [

Lemme 3: Sip est premier, alorép|ab = p|a oupl|b).

démonstration: Sip ne divise pas, alorsp est premier avea, donc diviseéh d’aprés le théoréme de
Gauss. [

13.1.3 Conséquences immédiates

Corollaire (lemme 2):
(i) Deux nombres premiers sont premiers entre eux
(i) Tout nombre premiep est premier avec toute [1,p — 1].

Corollaire (lemme 3): Si un nombre premier divise un produit de facteurs premadoss il est égal a 'un
d’eux.

13.2 Décomposition en facteurs premiers

\Théoréme 1 (Euclide) : Lensemble des nombres premiers est infi

démonstration: Supposons qu'il existe tel quep soit le plus grand des nombres premiers. Alors
(p! 4+ 1) admet au moins un deiviseur premier (lemme 1) que I'on notkappartient a[1, p] (en effet,

il ne peut pas étre supérieurjapuisquep est le plus grand des nombres premiers). Ceci est pourtant
impossible car la division euclidienne dg! + 1) par un nombre quelconque de, p] est toujours de
reste 1. Par conséquent,ne divise pagp! + 1) et I'hyptohese initale est donc fausse. [ |

Remar ques :

— Toute partie d&N étant finie ou dénombrable, I'ensemlifedes nombres premiers positifs sera dénombrable. On
peut 'ordonner et écrir® = {p1,...,pm, ...} aQvecp; < p;4+1 pour touti.
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— La distribution des nombres premiers n’est pas réguliére : pour tout eatiereln non nul donné, il existe
entiers naturels consécutifs et composés. Il suffit de choisir

m+1)!+2,....(n+ 1) +n+1,

et notant bien quén + 1)! + k est toujours divisible pak lorsque2 < k < n + 1.

Théoréme 2 (théoréme fondamental) : Soit: un entier naturel strictement supérieur a 1. Alors

(i) il existe k nombres premiers naturelsp,, .. ., pi distincts deux a deux et des entiers naturels
non nuls oy, . . ., o tels quen = pi* - - - pp*.

(ii) il'y a unicité de cette décomposition a I'ordre des factars pres. Autrement dit,
n:p‘lxl...pgk — q?l...q?nm

entraine k = m et I'existence d’'une permutationo deN, = {1,...,k} telle queq; = po()
et 3; = aq(;) pour tout <.

démonstration: L’existence et I'unicité se montrent par récurrence sur

Existence : Sin = 2, (p1, 1) = (2,1). Sin > 2, n posséde au moins un diviseur premyied’apres
le lemme 1, et I'on peut écrire = pm, avecm < n. Sim = 1, c’est fini. Sinon on applique
I'hypothése de récurrencera pour obtenir une décomposition de, et donc den.

Unicité : Elle est acquise si = 2 puisque2 = ¢;" - - - qﬁ{” montre quey; divise 2 pour tout, autre-
ment ditm = 1, ¢; = 2 et 3 = 1. Supposons que l'unicité soit démontrée jusqu’au rangt
considérons les écritures

n4l=ppit =g gl
avecaq,...,ax,B1,...,0n € N*, etoulespy,...,pk,q1,...,qn € N sont premiersp,, divise

q’fl --.qff{”, donc divisera I'un degy; d’apres le lemme 3, par exempig|g,,. Commep, est
premier, cela entraing, = ¢,, et

n+1
Pk

-1 _
=pit e =g

On applique I'hypothése de récurrence a cette décomposition en distingeax cas pour que
les exposants soient tous strictement positifsa;si= 1, alors 5, = 1, autrementy,,, diviserait
I'un desp; aveci # k, absurde. Siv, > 1, alors 3, > 1, autremenpy, diviserait I'un desg; avec
i # m, ce qui est absurde.

Ces récurrence terminent cette démonstration. ]

Corollaire : Si n = p{* - - - pp*, alorsn admetH(l + «;) diviseurs.

=1

démonstration: Les diviseurs de sont tous les termes du développement du prddilit, 1 + py +
-+ pp*. Leur nombre estdond + a1)(1 + az) -+ (1 + an) = [[71 (1 + o). [ ]
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13.3 Recherche des nombres premiers

Proposition 2 : Un nombren € N\{0, 1} est premier si et seulement s’il n"'admet pas de divisey
différent de 1 et tel qued? > n.

—

démonstration:

= : Sin admet un diviseud # 1 tel qued? < n, alors1 < d < n etn n’est pas premier.

< Sin n’est pas premien s'écritn = dg avecl < d < ¢, etdoncd? < qd < d? < n.

Remar ques :

— Ce lemme est encore vrai si I'on remplatpar un « diviseur premier tel quep? < n », comme on le
démontre en modifiant Iégérement la démonstration : on ithwisdiviseur premiep de d au lieu ded
lui-méme, et I'on obtient encore < d? < dg = n.

— Ce lemme est utilisé comme test d’arrét, méme pour un cakld«nain » : pour savoir §i7 est premier
ou non, on vérifie s’il est divisible par 3, 5, 7, 11 et 'on s'arréte puisquél? > 97. Aucune des divisions
ne tombe juste, dorg7 est premier.

— C’est aussi le critére d’arrét dans le programme suivamhetant de savoir si un nombre donné est
premier ou pas. Dans ce programme, on se donne un entieehatifférent de0 et 1, puis on le divise
successivement par tous les entiérsupérieurs & et tels qued? < n. Si I'une des divisions tombe
juste,n n'est pas premier, autrement il 'est. En fait, on vérifie teslébut sin est pair ou non, pour
ensuite n’envisager que les divisibilités par des nombrgmirs, ce qui fait gagner du temps de calcul.
Le programme est donné pour Tl Voyage 200.

est prens(n)
Func
Local i
For i,2,int(n"(1/2))
If int(n/i)=n/i Then
Return fal se

1 Fer Fav | FHT FE FE~
- E Alaebra|Calc Dther‘TPr*ngDTEleah Upl |

Endl f " eztprensl 37 true
EndFor " eztprensi 1510 Liue
Return true ®ostprems( 07 false
EndFunc estprems{s?

FROG KAD AUTO FUNC Z/Z0

En tapantest prens(97), la calculatrice renvoi¢r ue, et si I'on essaie la fonction sur un nombre
non premier, elle renverifaal se. Le fait qu’elle renvoie un booléen permet a un autre prognard’en
utiliser le résultat.
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13.3.1 Crible d’Eratosthene
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C’est la table d&N, par exemple de 1 a 100. On entoure 2 et raye ses multiplesppigntoure 3 et raye
ses multiples, . . ., et enfin on entoure 10 et raye ses mudtipiis les nombres entourés sont donc premiers.

En effet, pourp € N, on montre que le premier nombre a rayergsten effet, tous ceux qui le précédent
sont de la formewp (o < p) et ont été rayés comme multiples desi o est premier, ou comme multiples
de I'un des diviseurs premier de On se permet donc d’arréter de rayer les entiers de ce tatdésagu’on
est arrivé a 10.

13.4 Remarques générales et compléments

Remar ques :
— 0 et 1 ne sont pas premiers.

— Il est souvent intéressant de définir ce qu’est un nombre premierZdaun entier relatif est dipremiers'il est
distinct de+1 et n'admet pas d’autres diviseurs (dafjsque les diviseurs triviaux1 et +=n, mais cela n’est pas
indispensable. Connaitre les nombres premiers Sarevient a connaitre les nombres premiers darmiisque
n € Z est premier si et seulement|si| est premier danil. Dans cet expose, nous nous sommes volontairement
placé, autant que posible, dd\s

— On appellmombre de Fermatiout nombre de la formé; = 22" + 1 avect € N. Le calcul deF; pour des petites
valeurs de fournit les nombres premiers :

=3, Fi1=5, =17, F3=257, F;=065537,

et Fermat conjectura un peu vite que la propriété pourrait étre vraiegpgofument tous les nombrés En 1733,
Euler montra qu'’il n’en était rien en proposant une factorisation du @mge nombre de Fermat :

Fy =22 +1=4204967297 = 641 x 6700417.

Si la factorisation dé+ est aujourd’hui facile a trouver a I'aide d’une calculatrice, on eptu inegiombien elle
devait étre difficile a obtenir a I'époque d’Euler. On sait aujourd’hwe s nombreds a F3o sont composés, et
I'on a encore trouvé que trés peu de nhombres premiers de Fermat.
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[Idée : écrire un petit programme qui calcule les premiers nombreBatmat et vérifie s'ls sont premiers ou non,
et présenter la sortie écran a l'aide de la tablette de rétroprojection. Siuoyhge 200, on peut écrire :

fermat (n
Func () [ lA1 aebra|c e ot e PramIo|c1e o Up| |
Local f, 11, t
{(n} -1
27 (27n) +1 — f
augnent (11, {f}) —11 " fermatil] {1 5 truel
mat hs\ est prens(f) —t " fernat(Z) £2 1V truel
augrment (11,{t}) —1I1 " fernat(3) £3 237 truel
Return |1 " fermatid) 74 /3337 truesl
EndFunC ﬁl:l AUTO FUMC 4/Z0

La fonctionest pr ens a été définie précédemment. Pour la sortie, il suffira alors de taper kigran « home »
f er mat (3) pour obtenir le résultat suivant{3 257 true}.]

— Unnombre de Mersennest un entier de la form&f,, = 2" — 1. Certains nombres de Mersenne sont premiers,
mais pas tous :
My =3, Mz=7, My=15 Ms5=3l.

On démontre facilement queaj — 1 est premierd > 2 etn > 2), alorsa = 2 etn est premier, mais la réciproque
est fausse. On ne sait toujours pas si I'ensemble des nombres preenMessenne est infini.

Petit théoréme de Fermat : Pour tousn € N* et p € N* premier, n? — n est divisible par p, et si de
plus p ne divise pasn, alors p divisen?~! — 1.

démonstration: Soientp premier eti < p. On montre qué:! A p = 1, et 'on en déduit qué;) = \p
(A € N), donc(¥) = 0 [p], d’ot pour touta; € N, (a; + -+ - + a,)P = af + - - + al, [p] et conclure en
faisanta; = 1 pour touts. [ |

Théoréme de Wilson : Soitp € N*. Alors p | (p — 1)! 4+ 1 < p premier.

démonstration Supposons que= dq (1 < d < ¢).d | pdoncd | (p—1)! + 1. Maisd étant I'un des
facteurs dgp —1)!,d | (p—1)! et doncd|1, ce qui est absurde. Réciproquement, le théoréme précédent
implique que pour tout € Z/pZ, a’~! = 1. En poursuivant ce calcul, on aboutit(@ — 1)! + 1 = 0,
donc(p —1)!+1=0 [p]. |
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