LECON N° 15 :

Construction du corps  Q des rationnels.
Nombres décimaux, déeveloppement
décimal d’'un nombre rationnel.

Pré-requis:

— Relations d’équivalence, ensembles quotient, PGCD, tné®e Gauss;

— Un produit fini d’ensembles dénombrables est dénombrable ;

— Ensemble&N et annealZ (en particulier queZ est bien ordonné) ;

— Systéme de numération en base 10 (existence et unicitedailé d’un entier en base 10 connue comme
conséquence fondamentale de I'existence d’une divisiolideznne dangV).

Sia,b € Z, on sait que I'équatiomz = b n'admet dan<Z qu’une solution lorsque|b. On souhaiterait
donc étendre cet ensemble de solutions aux casraidiviserait pas. Le but de cette legcon va donc étre
la construction d’'un corps commutatif contendnét dans lequel I'équatiomr = b admette une solution.

15.1 Construction deQQ

Définition 1 : Soient (a, b), (¢, d) € Z x Z*. On définit la relation % par

(a,b) # (c,d) < ad = bc.

Proposition 1 : % est une relation d’équivalence.

démonstration:

Réfléxivité : ab = ba, donc(a,b) Z (a,b).

Symétrie: (a,b) Z (¢,d) < ad = bc < be = ad < cb = da < (¢,d) % (a,b).

Transitivité :  On supposéa,b) Z (c,d) et(c,d) Z (e, f), c'est-a-diread = be (b) etef = de (f).
Sic =0, alorsa = e = 0 (car Z est intégre, eb,d # 0), doncaf = 0 = be < (a,b) Z (e, f).
Supposons alors # 0. Le produit de ) et (f) donneaf cd = bced < af = be car Z intégre et
c,d#0=cd#0.Dou (a,b) Z (e, f).

% vérifie les trois points de la définition d’une relation d’équivalence. |

Définition 2 : Soit (a,b) € Z x Z*. La classe d’équivalence déa, b) est appeléenombre rationnel
On la note £ oua/b, eta (resp.b) est appelénumérateur(resp.déenominateu). Enfin, 'ensemble des
classes d’équivalence pour la relationZ est appeléensemble des nombres rationnet sera notéQ.
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ca

Remar que 1 : Pour toutc € Z*, (a,b) Z (ca,cb), c’est-a-dire% =

Proposition 2 : Pour tout » € Q, il existe un unique couple(a, b) € Z x N* tel que

r=— et aNb=1.

Dans ce casr = a/b est appelédraction irréductible.

démonstration:

Existence : Soitr € Q. Il existe(a,b) € Z x Z* tel quer = a/b. On peut se ramener&ac N* en
posanta = —a etb = —b puisque(a, b) Z (—a, —b) d’aprés la remarque. Soit aloré = |a| A b.
Alors il existed’, b’ tels quea = da’ etb = db’ aveca’ AV = 1, d’ou

a da q1ad
r=a=-=— = —
b dv b’
avec(da',b') € Z x N*.

Unicité : Soitr = a/b = ¢/d, aveca Ab = ¢ Ad = 1. Ora/b = ¢/d & ad = be, et d'aprés
le théoreme de Gauss, on a d'une part gijec etc A d = 1 = d|b, et d'autre partb|ad et
alwedgeb = 1 = b|d. Au final,b = d car ils sont tous les deux élémentsNig et il en découle
guea = c. Les deux fractions sont les mémes.

L'unicité justifie alors la définition de fractiomréductible [

15.2 Structure de corps de)

On munitZ x Z* de deux lois de composition internes définies pour tous éi&s1e b) et (c, d) deZ x Z*
par

(a,b) + (c,d) = (ad+ be,bd),
(a,b) - (c,d) = (ac,bd).

Remar que 2 :b,d # 0 par hypothése, & integre impliquent quéd # 0.

Proposition 3 : Ces deux lois sont compatibles ave® .

démonstration: Soient(a,b) Z (c,d) < ad = beet(a',V) Z (d,d') < d'd = b'¢ (notons ces
deux égalitégb)). Alors on a que

(ab' + a'b) dd' = adb'd’ + bda'd’ O per/d’ +bdb'd = bt (cd' + 'd)

& (abl +d'b,bb') % (cd + dd,dd)
= ((a, b) + (d, b’)) 74 ((c, d) + (¢, d’))
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pour ce qui concerne I'addition. Pour la multiplication, on a

ad'dd = add'd’ @ beb' ¢ = bb e

& (ad,bV) Z (¢, dd)
& ((a, b) - (a',b’)) X ((c, d) - (c’,d’)),

d’ou le résultat. [ |

Définition 3 : Ces deux lois, notés}-q et - sont appeléesddition et multiplication sur Q. On les notera|
plus simplement+ et - lorsqu’il n’y a pas confusion.

Théoréme 1 :(Q, +q, o) est un corps commutatif.

démonstration:
a) Ces deux lois sont associatives et commutatives.
b) - est distributive par rapport a-. En effet,

(a,b) - ((c, d) + (c',d')) =

b) - (cd +'d,dd")
acd' + ac'd,bdd")
ac,bd) + (ac,dd)

b£0

abed' + abdcd ,bbdd') "= (acd' + add, bdd'),

(a,
(
(a’v b) ’ (C’ d) + (a7 b) ’ (C,’ d/) (
(

et ces deux quantités sont bien égales.

c) + admet? comme élément neutre, eadmet] comme élément neutre. lls sont uniques en vertu
de la proposition 3.

d) =% estl'inverse de pour 'addition (en effet(a,b) + (—a,b) = (ab — ab,b?) = (0,1)) etg en
est l'inverse pour Ia multiplication (en effdi, b) - (b,a) = (ab,ab) = (1,1)).

Q est donc bien un corps, commutatif puisque ses lois le sont. |

Plongement deZ dansQ

Proposition 4 : L'application définie par

p:(Zy+,) — (aQ, +0s Q)

a —— —

1

est un morphisme d’anneaux injectif.

démonstration:

a) e(élément neutre dez) = ¢(0) = ¥ =élément neutre de-g. De mémey(élément neutre de

-z) = (1) = 1 =élément neutre de,
b) pla+b) =2 =qa-1+b-11-1=2+g2 = p(a) +q p(b)

w-’—“
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c) pla-b) =% = ¢ =12 =p(a) ¢(b)
d) cp(a)zgp(b)@%:%@a:b
On en déduit que est bien un morphisme d’anneaux injectif. [ |

Conséquence On identifieZ a ¢(Z) dansQ, c’est-a-dire qu’on notera simplement I'élémenit de Q
sous la forme:. Revenons alors au probleme en introduction :

_b<:>a _b<:> _(a)-l b 1 b—bEQ
W=y =17 T 1) 1741 e
et le corps ainsi créé correspond bien a ce qu’on attendaii.de

15.3 Q bien ordonné

Définition 4 : On définit QT = {a/b,ab > 0} etQ~ = {a/b,ab < 0}. Sir € Q* (resp.Q~), on
dit que r estpositif (resp. négatif).

Proposition 5 :
(i) Qt etQ~ sont stables par addition ;
(i) Siry, 7, € QT (ouQ7), alorsryry, € QF, etsir; € QT,ry € Q—, alorsriry € Q—;
(i) Q=QtuQ~ etQ* NQ~ = {0}.

démonstration:
() mt+rm=0+2= % qui est du signe de;b1b3 + axb?by, positif par hypothése si
r1,72 € QT et négatif siry, 7, € Q.
(i) On m_ontrejuste Ie\premier cas; -rp = - 32 = 142, qui est du signe de;azb; by, c’est-a-dire
positif, par hypothese.
(i) Q" cQetQ c Q,doncQt UQ~ C Q. Réciproquement, sait= a/b est un élément d@. Si
a > b,alorsr € QT etsinon;y € Q-.DoQ C QT UQ . Enfin,r e QT NQ™ = ab > 0 et
ab<0=ab=0=a=0.

La derniére implication est justifiée par le fait qtieZ 0 (d’aprés la définition d’'un nombre rationnel)
et queZ est integre. [ |

Proposition 6 : La relation définie pour tout (z,y) € Q? parx > y < = —y € Q™ est une relation
d’ordre totale sur Q. Elle est compatible avect et - pour r € Q.

démonstratiornt Cette relation est clairement réflexive et transitive. Elle est totaletay Q~ = Q.
En effet, si, — 1 € QT, alorsry > rq, sinonon ar; —r, € QF, doncr; > 7. [ |

Proposition 7 : Q est dénombrable.
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démonstration: Soitr € Q,r = a/b avec(a,b) € Z x N* eta A b = 1. L'application

p:Q — ZxN*
r — (a,b)

est injectiveN etZ sont dénombrables, dor€ x N* aussi, et dond aussi.

Définition 5 : Soit » € Q. On définit la valeur absolue der, notée|r|, par

| = r si reQt,
|l —r si reQ .

Proposition 8 : La valeur absolue vérifie les propriétés suivates (r,p € Q) :
(i) [r| =0« r=0et|r| >0;

(i) [p+r| <Ip|+Irl;

(i) |pr| = |p||r|.

démonstration: Séparer les cas : distinguer positif ou négatif pour (i) p,r € QF, p,r € Q™ et
p€Q*,r e Q- pour (i) et ). ]

Prolongement

Nous savons désormais résoudre les équations duatype b, avec(a,b) € Z*. Mais gu’en est-il des
équations du type? = a, a € Z? Les solutions sont-elles toutes contenues dans le cogasais venons
de construire ?

Etudions par exemple de plus prés I'équatién= 2, et montrons que sa solution n’est pas un nombre
rationnel. Supposons le contraire, de sorte qu’elle siésous la forme = a/b, avec(a,b) € Z x N* et
a Ab=1, etolx est tel quer?> = 2. Alors

2

a
ﬁZQ:cﬂ:zb?:QW:Qm.
a S’'écrit donc sous la forme = 24’. Mais alors on a aussi

4a"* = 2b* = 2a* = b* = 2|b* = 2|0,
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donch peut aussi s’écrire sous la formhe= 2b', ce qui contredit I'hnypothése que’b soit une fraction
irréductible.

L’ « agrandissement » de ce corps, dans lequel ce type diéguabuvera des solutions, sera I'objet d'une
autre lecon. Il s’agit du corps des réels.

15.4 Definition delD et premieres proprietés

Définition 6 : Un nombre rationnel d est dit décimals’il existe deux entiersm € Z etn € N tels que
o m
10

On note D 'ensemble de ces nombres décimaux.

Conséquence immédiateZ ¢ D C Q.

Proposition 9 : Soitx = a/b un élément deQ, aveca et b premiers entre eux. Alorsx est décimal s
et seulement s'il existe deux entiers naturele: et 3 tels queb = 2 5°.

démonstration:

"=" Supposons que I'élémentc Q soit décimal. Par définition, il existe deux entiers € Z et
n € Ntels quer = § = {f. D'ota 10" = mb. Puisquea etb sont premiers entre eux, il vient
par le théoréme de Gauss qudivise10™ = 2" 5", doncb est de la forme® 5°, aveca, 8 < n.

" <" Supposons maintenant qu'il existed € N tels queb = 2% 5°. Distinguons alors trois cas :
— Sia =7, alors% = i,

10« 5
a ab®”
— Si , alors = ,
a>p 2757~ 100
a a2«
- Si , alors =
a<p 2058 — 1083

Dans les trois cas, on se ramene a la définition pour conclurexgged.

Théoréme 2 :(D, +, -) est un sous-anneau dé).

démonstration: La conséquence ci-dessus nous assure déjdlgnest pas vide. Soient aloks =
m/10™ etd’ = m//10" deux éléments de. On a alors

/ n' I 10n
, _om m’ m10™ +m’ 10
dHd = o T 1w = 1omw €D,
d.d - ﬁ.m/ mm’eD.

10" 107 10"

D’ou le résultat. |
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Remar ques 3:
— Lélément3 € D n'admet pas d'inverse pour la lai En effet,1/3 ¢ D, et on en déduit quéD, +, -) n'a pas de

structure de corps;
— Un nombre décimal est inversible si et seulement s'il est de la forihe: +2° 57, aveca, § € Z (conséquence
de la proposition 1).

15.5 Approximation d’un rationnel

Théoréme 3 : Soientr € Q etn € N. |l existe un unique entier relatif p,, = [10™ x] tel que

n n 1
Pn Pt (15.1)

10™ 10™

démonstration; En effet,

p pn+1

ﬁ << q()n Sp, <10z <p,+ 1< p, =[10"z].
Remarquons que le rationn&)™ x est encadré par deux entiers consécutifs, et I'inégalité telle quelle
suggere que l'unique entier (membre de gauche) en question esttia patiere du rationnel. [

Définition 7 : Le nombre p,,/10™ est appeléevaleur décimale approchée par défade x a 10~™ prés,
et (pn + 1)/10™ sera appelévaleur décimale approchée par excds x a 10~ prés.

\Corollaire 1: D est dense dan§).

démonstration: La double inégalité

<
0" b 10
exprime qué p,, est le quotient de la division euclidienne dear b, d’oul I'existence et l'unicité. La
suite est une copie de la démonstration du théoréme précédent. |

1
Pn 0 Pnt < bp, <ald” <b(p, +1)

Théoreme 4 : Soitz € Q. Il existe une unique suite(a.,),,. d’entiers naturels telle que :
(i) Vn>1,a, € {0,...,9}etao € Z,
(ii) 1l n’existe pas d’entier naturel IV tel que pourtoutn > N, a,, = 9,

(i) Vn €N,
F B2 gt By 2y
YT 70 10 ST ST, 10m ' 107

démonstration Soitu,, la valeur décimale approchée par défautda 10" prés. La double inégalité
en (iii) se réduit alors a I'égalité

+
Up =ag+ — + -+ ——.
) 107
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Soitm = u, 10™ € N. Alors on a I'équivalence suivante :
m al a _
un:ﬁ:a0+ﬁ+-~+ﬁ<:>m:a010"+a110” b a1 10+ ay,.
Cette derniére équation n'admet qu’une unique solution dars|0 . .. 9]", par unicité de I'écriture en
base 10.

Montrons encore que les coefficiemtssont indépendants du rang choisi. Autrement dit, montrons que
(ai)ogign sont les mémes au ramgetn + 1. Supposons qu’on ait au rang+ 1 la double-inégalité
b bn—|—1 b bn+1 1

n n
b0+“'+ﬁ+10n+1 <$<b0+"'+ﬁ+10n+1+10n+1'

Or, puisquéeb,,+1 < 9, on aura nécessairemerttt + 10”% < 10%1 et notre double-inégalité devient

bn | by bn, 1
bo - T < Y (T
0t o P g ST g0 T g
L'unicité de la solution(ay, . .., a,) de la relation du (i) au rang» nous permet d’affirmer que pour

touti € [0...n], a; = b;.

Supposons enfin qu'il existe un entier natukéekel que toutn > N vérifiea,, = 9. Quitte a effectuer
une multiplication par une combinaison linéaire de puissances de 10, aareené a étudier le cas
particulier 0,999... Or

- 9 9 1\" 9 10
n<l n=0

et I'inégalité (iii) n’est plus vraie pour tout alors, car les membres de gauche et de droite sont égaux,
ce qui est contradictoire. [ |

Définition 8 : Dans ce cas, par passage a la limite,

“+oco
an
r= Z 10™’
n=0

et I'on dit que c’est le développement déecimal illimitéhoté par la suite DDI) propre de x, et on note
de maniere plus commoder = ag, a;azas. ..

Remar ques 4 :
— Un développement décimal illimité est dit impropre s'il ne vérifie pas le théorerRar exemplel = 1,000 =

0,999. Le premier est propre, le second est impropre ;

— Siz € Q, on détermine alors le DDI propre der € QT, par exemple-z = xp,z12>.... L'on pose alors

r = —To,LT1L2 .. .x

Compléments et prolongements possibles

15.5.1 Non dénombrabilité deR

\ Proposition 10 : R est non dénombrable.
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démonstration: Supposons quR soit dénombrable. On aurait alors I'égalité, 1] = {z;,7 € N}
ouz; = 0,a;1a;2.... Soitalorsz = 0,b1bs ... un réel tel que; # a;; pour tout entier naturel > 1
(facile a construire!). Alors I'égaliter = x; entraine nécessairemeby = a;,, pour toutn > 1. En
particulier, lorsquen = ¢, on aurab; = a;;, ce qui est contradictoire. Aingd, 1], etR par extension,
n'est pas dénombrable. |

15.5.2 Theéoreme de la borne supérieure

Le DDI propre d’'un réel peut étre utilisé pour introduire@xiatiquement le corps des réels. Encore faut-il

montrer la célebre théoreme de la borne supérieure!!!
Lemme: On a I'équivalence suivante

a; = bl,VZ S [O,k’— 1],

ao,(lla,g...<b0,b1b2...®3k€N| { ar < b
k k-

démonstration:

"<=" Soientr =ag+ 1§+ + o oo ety:a0+~~-+1“0’“{_11+%+~-.Alor5x<§,ou

a ak 9 9 .
§ = a0+1(1)++10k+<10k’+1+10k+2+) (Carai<bi<9pourzeN)

_ al ap_1 ar 1
= Gt gt T gt T g T 1ok
ap ak—1 by,
Wttt e Tyr SY

"=" Posonsk = min{i € N | a; # b;}. Alorsay, > b, OUa; < bi. Supposons que ce soit le premier

cas, alors
ap ap—1 by, ap ap—1 by, 9
R T T/ o B T R T T/ o B T <10k+1 + >
_ al ag_1 b 1
= Gt gt T g T igr T ok
aj Ap—1 Qg
Wt gt e T ok
aj ap—1 Qg
N T I T/ e R I

En reprenant les notations précédentes, on awjai x, ce qui est absurde. Au final, on a bien
ap < bg.

Théoréme 5 : Toute partie deR non vide et majorée possede une borne supérieure.
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démonstration SoitA une partie deR* non vide et majorée, de majoraht. Considérons I'ensemble
Ey = {[z],z € A}. A étant non vide, il contient au moins un élémemtont on peut extraire la partie
entiere, et il vient qudsy n'est pas vide. C’est une partie incluse danet majorée paM/ (en effet, si
x = M, alors[z] = M), dnoc posséde un plus grand élément que I'on rete

Considérons maintenant 'ensemtiig = {a; € [0...9] | z = sp,a1a2a3 ...} (non vide carA n'est
pas vide implique que tout de A posséde un DDI), qui est une partie Nemajorée par 9, et posséde
donc un plus grand élément natg

On montre ainsi que pour tout > 1, 'ensembleE,, construit par récurrence pat,, = {a, €
0...9] | = 80,81 ..-Sp—1anan+1 - - .} POSSéde un plus grand élément neté et I'on aboutit ainsi
ar=sy,81...5,.... C'estlelemme précédent qui nous assure que ce noggbse...s, ... estla
borné supérieure recherchée. [ |
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