LECON N° 17 :

Module et argument d’'un nombre
complexe. Interprétation géometrique,
lignes de niveau associées. Applications.

Pré-requis:

— Fonctions trigonométriques et applications, notions & lignes de niveaux ;
— Construction du corp& (Re, Sm, conjugaison, ...);

— Théorémes de I'angle inscrit et de I'angle au centre.

17.1 Module d’'un nombre complexe

Soitz = a+1ib un nombre complexe&,son conjugué. Alors on constate que = (a+1ib)(a—1ib) = a®+ b*
est un nombre réel positif, nous permettant de donner laitiéfisuivante :

Définition 1 : On appelle module dez le réel positif vz Z = v/a? + b%. On le note |z|.

Remar que 1 :Sib =0, alors|z| = |a| = V2. La notation est ainsi justifiée par extension de la notation "valeur
absolue”.

Proposition 1 :
1. |z| >0et(|z]| =04 2z =0);
2. |z = | — 2| = [z;
3. |Re(z)| < |z]| (resp.|Sm(z)| < |z]|) avec égalité si et seulement & € R (resp.z € iR);
4. |z1 za| = |z1] |z2].2 En particulier,

VAER, |Az|=|Alz]. (%)

1

E)

p . 21 z1
Il en résulte que siz, # 0, 0n a | |
z2

etdonc(z # 0)

=
5. |z1 + 22| < |z1| + |22|, avec égalité si et seulement s, = 0ouz; = 00Uz, = kzo, k € RT
(géométriquement, c’est une propriété de la distance eudienne dansR?) ;

6. “Zl| — |Z2H < |Zl +22|.

a : On remarquera que l'applicatidiC, x) — (R,:) : z — |z|, ou X (resp.-) représente la multiplication dafis
(resp. dan®), est un morphisme de groupes.
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démonstration:
1. C’est la définition.

2. Onal —z| = \/7 V(= ZZ—IZIet|z| VZiz=+VZz=||.

3. Onajz| = /RNe2(z) + Sm2(z) < \/§Re2 ). L'égalité n'a lieu que lorsqu&m?(z) =
0 < Qm(z) =0« z € R. De meme]z \/§Re2 )+ Sm?(z) < /Sm?(z) = Sm(z).
L'égalité n'a lieu que lorsquéte?(z) = 0 < Re(z) = 0 & 2 € iR.

4. o |21 20| = V212272122 = V2171 2072 = V721 21 V22 22 = |21 |22
¢ On choisitz; = A € R, et le résultat en découle.
< Démonstration analogue, puis = 1.

5. Ona

|21 + f22|2 = (214 22)(z1+22) = (21 + 22)(Z1 + 22) = ’Zl|2 + 2129+ 72122+ !f22|2

212 4+ 2172 + 2122 + |22 = |21 |* + 2Re(21 22) + |22/

/AN

_ 4.2.
|211* + 221 22| + |22* = [21]? + 2|21 |22] + |22
2 [=0
= (laal+l22)) = |21+ 2| <21 + [22]
Siz; = 0ouz, = 0, I'égalité est immédiate. Sinon

21+ 20| = |21| + 22| & Re(z17:3) = |21 33| &S 2173 € RY
=g leé:azi:k‘ZQ,OL\Jk:%}O.
Z2 2272 |z2]

6. Résulte de 5. Eneffet, = 21 + 29 — 29 = |21‘ < ‘Zl +22‘ + ’22‘ = ’Z1| — ‘22| < |21 +Z2|. De
mémegs = 29 + 21 — 21 = |22| — |21| < |21 + 22|. On en déduit le résultat attendu. [ |

Remar ques 2:
¢ 1, % et 5 traduisent que le module est une norme;;
© 4 donne le théoreme suivant :

Théoreme 1 : Lensemble des nombres complexes de moduleest un groupe multiplicatif noté U, sous-
groupe du groupe multiplicatif (C, x). C’est le noyau du morphismez —— |z| de (C, x) dans le soust
groupe multiplicatif (R, -).

Conséquences
i. Dans le planZ, I'image deU est le cercle trigpnométrique (centtg rayonl);
ii. 1,4,—1,—i sontdes éléments remarquabledide

17.2 Argument d’'un nombre complexe

Soitz = = + iy € C* d'image M dans le plan complex&” muni d’un repére orthonormé0, i, v). Alors

z/|z| € U et sonimagé/’ d’'affixe z/|z| est donc sur le cercle trigonométrique/®ist une mesure modulo
—_—

27 de l'angle(w, OM'), on a ainsiz/|z| = cos 6 + isin#, avec

cosf = v et sinf = y



3

Module et argument d’'un nombre complexe

Définition 2 : 6 est appeléargument dez et est notéarg(z). La valeur de 8 appartenant a] — =, ]
est appeléargument principal dez, noté Arg(z).

Remar que 3 :0n'apas d’argument.

17.2.1 Forme trigonométrique

Siz =z +iy € C* estd’argument, alorsz s’écrit sous la forme = |z|(cos 6 + i sin §). Réciproquement,
Siz = p(cosf +isinf) avecp > 0, alors|z| = p etarg(z) = 6.

Définition 3 : Une telle écriture, z = |z|(cos 6 + i sin 0) est appelédorme trigonométriquede z.

17.2.2 Propriétés

Proposition 2 :
1. Sik € R%, alorsarg(k) = 0 (mod 2m). Sik € R, alorsarg(k) = 7 (mod 27);
2. arg(—z) = w4+ arg(z) (mod 27);
3. arg(z) = —arg(z) (mod 2m);
4. Pourtouszy, z, € C*, arg(z; z2) = arg(z;) + arg(z2) (mod 27). En particulier,
o arg(z™) = n arg(z) (mod 27w) (Vn € N,V z € ©),

o arg(i) = —arg(z) (mod 27) (V z € C),
o arg(Z) = arg(z1) — arg(z2) (mod 2m) (V 21,22 € ).

démonstration: Dans cette démonstration, nous supposerogsrit sous sa forme trigonométrique :
z = |z|(cos O + isinb).
lLokeR, ©k=a>0%Fk=|a(l+0i) &k = |k|(cos0 + isin0) & arg(k) =0
(mod 27),
okeR ©k=a<0sk=|a(-14+0i) & k = |k|(cosm +isinm) & arg(k) =«
(mod 27).
2. —z=|z|(—cosf —isin ) = |z|(cos(m + 0) +isin(r + 0)) = arg(—2z) =7+ 6 (mod 27) =
T+ arg(z) (mod 2m).

3. 7 = |z|(cos O — isinf) = |z|(cos(—0) + isin(—0)) = arg(z) = —6 (mod 27) = —arg(z)

(mod 27).
4. o Ona
z12z9 = |z1]|(cosf1 + isinby) |z2|(cos Oz + isinby)
= |21 29| ( cos 61 cos B — sin By sin 6 + i(sin 01 cos Oo + sin O3 cos 91))
= |21 22|(cos(6r + 02) + isin(6; + 62))
= arg(z122) = 61 +02 (mod 2m) = arg(z1) + arg(ze) (mod 27).

© récurrence.
© 21/z2 = --- (démonstration analogue), puis = 1. |
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Proposition 3 (Formule de Moivre) : Pour tousn € Netf € R,ona

(cos @ + isin @)™ = cos(nB) + isin(nb).

démonstration Posons: = cosf+isin 6. Alors|z| = 1 = arg(z) = 6 eton aaussjz"| = |z|" = 1.
Alors arg(z") 2 arg(z) (mod 27) = nf (mod 2r), d'ol 2" = |2"|(cos(nf) + isin(nd)) =
cos(nf) + isin(nd). |

17.2.3 Notation exponentielle

Soit I'application
v:R — UCC
0 —— cosf+isinf.
o vérifie alors :
> Vo eR,|p@) =1,doncp(d) #0;
> (01 + 02) = ©(0;) p(62) (d'ol en particulierp(0) = 1 etp(—60) = 1/¢(0));
> ¢'(0) = ip(0).

Ces propriétés rappellent celles de la fonction exponémfiel— ¢ est I'unique fonction; surR véri-
fianty # 0,y = Ay ety(0) = 1), et conduisent naturellement a poser par convertion + i sin § = ',

Proposition 4 :

i® 4 e—if £i0 _ o—if
1. Formules d’Euler : cos 8 = B etsinf = 7 ;
(]
2. Formule de Moivre en écriture exponentielle :(e?)"™ = e ;
3.e?+1=0.
démonstration
1. Ona ) )
§(ei9+6_29) 2(cos0+zsm9+cos0—zs1n€) = cosf.
De méme, on trouve que
1. ,
?(ew —e ) = ?(COSG +isinf — cos @ +isinf) = sinf.
1 (3
2. C’estla formule de Moivre. ..
3. ¢™+1=cosm+isinT+1=0. |

Définition 4 : Si z € C*, de modulep et d’argument 9, s’écrit z = pe®, alors cette écriture esf
appeléeécriture exponentiellede z.

Remar que 4 : 60— ¢ est un morphisme de groupes @ +) sur (U, x), méme un isomorphisme de groupes
de (R/(2nZ), +) sur (U, x).
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17.3 Interprétation geomeétrique

Soient(O, i, ¥) un répere orthonormé du plan compleXé(z), M'(z’) deux points d’affixes et z’.

17.3.1 Module
Proposition5:d(M, M’) = |2’ — z|.

, ) R — —_ — . . R —
demonstration: On aMM' = OM' — OM = 2~ = 2z’ — z. On en déduit donc queM M'|| =

d(M,M") = 12" — z|. |

Exercice: Calculer|z + 2'|* + |z — 2/|* et interpréter le résultat ggéométriquement dans un pargiEmme.
En déduire la formule de la médiane.

17.3.2 Argument

-y é
Proposition 6 : arg(z’ — z) = (4, M M’) (mod 2m).

- . - - e
démonstration arg(z’ — 2) = arg(z;=). Il suffit donc de placer I'origine du vected? M’ enO et
d’'appliguer la définition. |

Corollaire : Soient A(a), B(b), C(c) et D(d) quatre points aveca # b. Alors

d—c —_— =
arg (b ) = (AB,CD) (mod 2m).
a

démonstration On a

arg (d_;) — arg(d—c)—arg(b—a) (mod 27)

= (4,CD)— (@ AB) (mod 2r)

:(A—>—>

,CD) (mod 2m),
d’ou le résultat. ]



6

Module et argument d’'un nombre complexe

17.4 Lignes de niveaux

Définition 5 : Soient E C C, f : E — R etk € R. On appelleligne de niveauk associé af
'ensemble des pointsV (z) € £ tels que f(z) = k. On notera cet ensembld. (k).

\oici quatre figures qui correspondront aux quatre proostci-dessous :

k= -0,25

<l

Figure 1:f(z) = |z — w| Figure 2 :f(z) = arg(z — a)

f
0<k<1 k=1 kE>1

Figure 3 :f(z) = |=% Figure 4 :f(z) = arg (=4
z—b z—b

Proposition 7 (figure 1) : Soitf : & — R la fonction définie par f(z) = |z — w| pour tout point
Q(w) € Z. Alors

g si k<O
L¢(k) = { {Q} si k=0
¢(Qk) si k>0.
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démonstration: Sik < 0, le résultat est évident. Supposons albrs- 0. Alors L¢(0) = {M(z) €
Pllz—wl =0} ={M(z) € Z|z=w}={Q}. Enfin,sik > 0,alors|z —w =k < QM =k &
M e €(Q, k). |

Proposition 8 (figure 2) : Soitf : Z\{A} — R/(2nZ) la fonction définie par f(z) = arg(z —a),
pour tout A(a) € . Alors
Lf(k) = A:Za

ol A désigne la demi-droite d’éxtrémité A (privée de A) admettant pour vecteur directeur le vec
teur unitaire & tel que (4, @) = k (mod 2).

démonstration: On a:
Lik) = {M(z)e | arg(z —a) =k}
= {M(z) e 2| (u, F/J) =k} par la proposition 5

— +
= AA?

d’ou le résultat. [ ]

Proposition 9 (figure 3) : Soitf : Z\{B} — R la fonction définie par f(z) = ‘z_a‘ pour tous
z

—b
points A(a), B(b) € Z tels quea # b. Alors

g si k<O

{A} si k=0

méd([AB]) si k=1
Cg[IJ] si k€ Ri\{l}v

Ly(k) =

ou méd([AB]) désigne la meédiatrice de[AB], %1 le cercle de diametre [IJ], avec I =
bar{(A,1), (B, —k)} etJ = bar{(A,1), (B, k)}.

démonstration: Les cast < 0, k = 0 etk = 1 sont triviaux. Supposons alokse R’ \{1}. Alors

zZ—aQ

z—b

|z —al AM 2 2 2
=k —=k& k*BM*° - AM* =
—o " TBM YT 0
— —
< (kBM — AM)(kBM +AM)=0< (1—k)MI (1+k)MJ =0

—_ — —_ —
& (1-K)MI-MJ=0& MI-MJ=0,

ko=

doncM est sur le cercle de diametfé.J]. |
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Proposition 10 (figure 4) : Soitf : Z\{B} — R\R/(2nZ) la fonction définie par f(z) =
arg (z — Z) pour tous points A(a), B(b) € & tels quea # b. Alors

z —

(AB)\[AB] si k=0 (mod 2m)
Ls(k) = JAB[ si k=m (mod 2m)
Fip Sl k#0 (mod ),
ou ;zfj(:B désigne I'un des deux arcs ouverts d’extrémitésA et B du cercle ¥ passant par ces deu
points et admettant pour tangente enA la droite T telle que(ﬂ‘, A_B)) = k (mod ).

démonstration: Les cask = 0 (mod 27) etk = 7 (mod 27) sont évidents. Supposons aldrst 0
(mod 7). On rappelle que :
Théoreme de I'angle au centrg %) : Pour tous pointsi, B, C d’un cercle¥ de centre), on a%(O_/l,
— —_— =
OB) = (CA,CB) (mod 7).
Théoréme de 'angle inscrit(A) :  Pour tous points4, B d’un cercle% de centreO, etT un point de
—_— — —_— —
la tangente & enA,ona:(OA,OB) = (AB, AT) (mod ).

Alors

KW AB, AT).

arg (Z_Z> = k% (BM,AM) =k < (MA,MB) = k

P

Par les deux résultats précédentd, est sur le cercle passant pat et B, privé deA et B (sinon on
—_— —

aurait k = 0) et tel que sa tangentE en A vérifie(AB, AT') = k. [

17.5 Applications

1. €(Qr)={M(z) e Z ||z —w|=r},0uQ(w) € Zetr > 0.
2. SoientA(a) et B(b) deux points de?. Alors

(AB) = {M(z2)e &P |z=ao0uarg(z—a)=arg(b—a) (mod 27)}

- {M(z)€9|z:aouZ:Z€R}

= {M(z)e Z|z=ao0u(z—a)(b—a) e R}

3. méd[AB]) = {M(z) € Z | |z —a| =]z — b|}.
4. Soienti et d'affixes respectives et z’. Alors
o i etu/ sont colinéairess (@, = 0 (mod 7) < 2//z € R*;

o 1 etu’ sont orthogonauxs (i, u' = 5 (mod 7) & 2'/z € iR,
Il en découle que sil(a), B(b), C(c) sont trois points de”, alors

A, B, C alignés < % eR* et (AB) L (AC) & % € iR".

5. Cocyclicité de quatre points

Proposition 11 : A(a), B(b), C(c), D(d) sont cocycliques ou alignés si et seulement si

b—c a-d
a—c b-—-d

€ R*.
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démonstration: On a
A, B,C, D cocycliques ou alignés <

54

d'ou le résultat.

(CA,CB) = (DA, DB) (mod )

b— b—d
arg <a—z> = arg <a—d> (mod 7)

b—c a—d
arg(a—c'b—d> 0 (mod )
b—c a—d

. R*

a—c b—dE ’
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