LECON N° 18 :

Interpretation géomeétrigue des
applications de C dans C définies par
z— z+b,z—— az,z——Z,00aetb
sont des complexes, a non nul. Exemples
d’application a I'étude de configurations

geometriques du plan.

Pré-requis:

— Nombres complexes : définition, conjuguaison, écriture $muse exponentielle ;
— Définitions et propriétés des translations, réflexionsations, homothétie ;

— Similitude = composée d’'une homothétie et d’une réflexion;

Soit & un plan affine euclidien, dont on choisit une bé&Se i, v) orthonormée (ce qui permet de définir
—_
une orientation du plan, utile en section 3)Zétle plan vectoriel associé.

Un brin d’histoire. ..

Au début du XVIIF siécle, le mathématicien suisse Jean Robert Argand repteedes nombres complexes par des points
dans un plan. C’est lui qui comprendra en premier la cormed@oace bi-univoque existante entre les points d’'un plaest |
nombres complexes. Il expliquera méme comment le nombrgiivage: peut étre interprété comme une rotation d’angle,

et introduira le concept de module.

Al'époque des Grecs, ils leur fallait tracer une figure pauir apparaitre des « rapports de longueur », et ainsi pasdaifigure
aux nombres. La découverte et I'utilisation des nombresplexas a révolutionné la géométrie actuelle en faisant gende
notion de vecteurs. La représentation géométrique des msncomplexes n’est apparue que bien longtemps apres koaréa
des nombres complexes (XAA4iecle).

Introduction

Théoréme 1 : Les applications

% — R2 P —s R2 ot R?2 — C
W =i+ yd — (xz,y) ~M(z,y) — (z,y) (x,y) — x+1iy

sont des bijections.

Ce théoréme nous permet donc d’associer un nombre compléwgae point du plan affine et a chaque
vecteur du plan vectoriel associé. On a ainsi la définitiovestte :
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Interprétation géométrique des applications— 2 + b,z — az etz — 2z

Définition 1 :
— Au point M de coordonnéeqx, y), on associe le nombre complexe = x + iy qui est appelé
affixe du point M et noté z,. On dit aussi que M est un point d’affixe z, noté M| .

_)
— Atout vecteur & = atu + B de & est associé le nombre complex¢ = « + 3 appelé affixe du
vecteur & et noté (.

Se donner une applicatigh: C — C revient donc a se donner une applicatf)n ¥ — 2 quiatout

point M d’affixe z associe le poinf (M) d’'affixe f(z). On notera indifferemment = f pour simplifier
les notations.

18.1 Nombres complexes et géométrie, point de vue vectoriel

18.1.1 Rappels de quelques propriétés utiles

Théoréme 2 : SoientA, B deux points de.?, @y, ws deux vecteurs etk € R. Alors :

(1) zA:zB<:>A:Betzgl>:z;2><:>c71)=c72;

(i) 25700 = Rar + 25 etzpm = k 25

(i) z4p = 2B — 2a4.

démonstration: Cette démonstration utilise surtout le théoréme 1. Posons= a; + ias et zp =
b1 + 1bs, L«Tl) = w11U + wio¥ et@’ = WU + waol.

(I) ZA = ZB & a1 + tag = by + iby & (al,ag) = bl,bg) < A = B. De mémezm =

( i
y —_ - _ — - — — —_— i? RN
w11 +iwie = wor +iwge & (w11, wi2) = (w1, w2) € w1l +wi2l = w1+ weel & W] = Ws.
(1) 25700 = Z(wntwa)it (wintws)s = Wit +wa1 + (w12 + war) = 253 + 253
De plus,zkm = Zhwyyitkwiot = kwil + tkwia = k(w11 + iw12) = k2w dtwies = kzm.
B (ii) _ — b " L
(i) 4B = 25B_04 — 208 — 04 = Abii+bei — Zayi+ayd = b1 + by — a1 —iaz = zp — za.
|

Exercice 1: SoientA, B et trois points d’affixes respectivest 2i, 1 — 3i et —2. Déterminer 'affixe du
point D tel queABC'D soit un parallélogramme.

Solution : Un parallélogramme ABC' D est caractérisé par I'équation vectorielle AD = BC. En terme de complexes, si I'on note
respectivement a, b, c et d les affixes des points A, B, C et D, il sagit de trouverdtelqued —a=c—b< d=c—b+a, etlon
endéduitd = -2 —1+3i+4+42i =1+ 5i. &

Constructions géométriques

SoientM, M’ deux points du plaw” d’affixes respectives et =’
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Interprétation géométrique des applications— z + b,z —— az etz +— Z

L'addition de deux complexes étant possibles, on peut défwlidition de deux points du plag? par trans-
port de structure : sig est une affixe vérifianis = z + 2’ (donc un pointS de & lui est associ€), alors on
—

aausskg —0=z—-0+2 —0, soitOS = OM + OM’, ce qui permet de construire le poisit que I'on
peut ainsi voir comme la somme des poinfset M.

De méme, sk est un réel, etp une affixe vérifiantp = kz, alors on a aussip — 0 = k(z — 0), soit
e e . . . .,a . . .

OP = kOM, ce qui permet de construire le poiRtassocié a I'affixe:p, que I'on peut aussi voir comme
le produit du point)M par le scalairé:.

Sz M!
o -
/// / \\\
M|, _-- J -~
/ ~~ M
/ ~< B
/ ~,
<
M, P
P’kz
O O

Remar ques 1:

— Ces deux points nous rappellent gée aussi bien qu€, sont deuxR-espaces vectoriels.

— Sik est constructible a la régle et au compas, alors le veQdurest aussi en utilisant par exemple le théoreme
de Thalés. En effet, on trace une droite passan©pais ne contenant pdd. On choisit au compas une longueur
arbitraire que I'on reporte autant de fois que nécessaire sur cette eingii@tant d& (k = n/p : reporterp fois
et marquer lex® point sin < p etn fois sinon en marquant &€ point). Le tracé des paralléles assure alors que la
droite (OM) sera coupée au poifit recherché, comme le suggere I'exemple ci-dessus.

18.1.2 Nombres complexes et transformations

Théoreme 3 : L'application de C dans lui-méme qui az associe son conjugug est I'écriture complexe
de la réflexion d’axe des absciss€®©, 4).

démonstration: Soient)M, M’ deux points d’affixes respectives= = + iy etz’ = z’ + iy/. Alors
Z=fz)=ze 2 +iy =x—iy & (2,y) = (x,—y). Cest équivalent a dire qué/’ est le
symétrique dé/ par rapport a I'axe des absciss€®, ). [ |

Théoreme 4 : Soienta € R*, b € C et les applications

t:C — C h:C — C
et
z — z-+0b z — az.

Alors t est I'écriture complexe de la translation de vecteur” d’affixe b, et h est I'écriture complexe
de 'homothétie de centreO et de rapport a.

démonstration
. H H YTV - !
t: SoientM|, et M|, deux points. Alors’ = t(z) =z +b<s 2 —z2=bs MM =7 < M =
t=(M), out désigne la translation de vecteut d’affixeb.
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Interprétation géométrique des applications— 2 + b,z — az etz — 2z

h: Onsuppose € R*. Alors 2’ = h(z) = az < OM' = aOM < M’ = hgq(M), 00 hg , désigne
I’'homothétie de centré® et de rapporta.

18.2 Introduction du module et de I'argument

18.2.1 Module

Soit M un point de&? d'affixe z = = + iy. Alors OM = zi + yv, doncOM = ||OM | = \/x? + y?, en
utilisant la norme euclidienne définie sit.

Définition 2 : A tout point M |, du plan &, on associe la quantit§z| = OM appelée module dez.
Si z s'écrit ¢ + iy, alors |z| = /&2 + y2.

Proposition 1 : SoientA et B deux points d’affixes respectivex 4 et zg. Alors AB = |z — za].

démonstration: Posons:y = a; + ias €tzp = by + iby. Alors AB = /(b — a1)2 + (by — a2)? =
|(b1 —a1) +i(by — a2)| = |by +iba — (a1 + ia2)| = |z — 2z4]. [ |

Proposition 2 : Soientz, z’ € C. Alors

(i) |z] >0et(|]z] =0« 2z=0);

(i) [z] =] =z = [zl

(iii) |z2z’'| = |z||2’| (en particulier, pour tout réel X, |[Az| = |A||z]);
) |lz] = 12'l] < |z + 2| < |z +]2].

démonstration: Soientz et z’ deux nombres complexes. Les points (i) et (iv) sont immédiats puisque
|z| = [|OM || par définition et - || est une norme.

(i) Posonsz = z + iy, de sorte qué — z| = | — z +i(—y)| = /(—2)2 + (—y)2 = Va2 + 42 =
|z +iy| = |2] et|z] = |z —iy| = Va2 + (—y)? = V22 +y? = |z +iy| = |2].

(i) Remarquons tout d’abord que| = /22 +y2 = /(z +iy)(z — iy) = V2Z. Ainsi, [2Z/| =
V2222 = V2z22 = /zz2V2'7 = |z||/|. En particulier, A € C, donc la formule d’applique.

Remar ques 2:

— Géométriquement, (iv) est une propriété de la distance euclidienné&dans

— (ii), (iii) et (iv) montrent que le module est une norme §ljrconsidéré comm®&-espace vectoriel (ce qui était
prévisible d’'aprés le théoréeme 1).
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Interprétation géométrique des applications— z + b,z —— az etz +— Z

18.2.2 Argument

Définition 3 : Soit M un point du plan d’affixe z = x + ¢y non nulle. Alors z/|z| est de module 1, d¢
sorte que son imagen soit sur le cercle trigonométrique. Si@ est une mesure modul®7 de I'angle

(i, Om), on a alors

= . Z . Yy
— =cosf +1sinf, aveccos = —,sinf =

=] NEET Vet

0, qui est aussi une mesure de l'angléu, OM), est appelé argument dez et est notéarg(z). La
valeur de 8 appartenant a l'intervalle | — =, 7] est I'argument principal de z, noté Arg(z).

Remar que 3 : Le nombre complexe nul n'admet pas d’argument. De plus, tout nombreleoempon nul: d’ar-
gument s'écrit sous la forme: = |z|(cos# + isinf) = |z|e, et réciproquement, si = p(cosf + isin @) avec
p > 0, alorsz est de module et d’argumend.

Proposition 3 : Soientz, 2z’ € C*.Ona:
(i) arg(—z) = w + arg(z) [27];
(i) arg(z) = —arg(z) [27];

(i) arg(zz’) = arg(z) + arg(z’) [27].

démonstration: On posed = arg(z) (resp.f’ = arg(z’)) pour un nombre complexe(resp.z’) non
nul. Toutes les égalités écrites dans cette démonstration s’entenderibraadu

(i) arg(—z) = arg(] — z|[(—cos@ — isinf)) = arg(|z|(cos(m + 0) + isin(r + 0))) = 7+ 60 =
T+ arg(z).
(i) arg(z) = arg(|z|(cosf — isin)) = arg(|z|(cos(—0) + isin(—0))) = —0 = —arg(z).
(i) Ici, nous aurons besoin des formules de trigonométrie. En effet,
arg(z2') = arg(|z|(cosd + isind)|2'|(cos ' + isin'))

= arg(|22'|(cosf cos @ — sinfsin @ + i(cos 6 + sin§’ + cos §'sin 6)))
= arg(|22'|(cos(0 + 0') + isin(6 + 6")))
= 0+ 0 = arg(z) + arg(?).

Remar que 4 : Le point (iii) nous améne a écrire que I'application

(C’ X) - (R’ +)
z — arg(z)
est un morphisme de groupes.

C’est la qu’on voit apparaitre I'intérét de la multiplication €tirEn effet, si I'on prend deux point&/, M’ du plan
2 d’arguments respectifsetd’ et de moduld, ou se situera le point d’argumehtt ¢’ et de moduld ?

Soit Z I'affixe de ce point. Alorsarg(Z) = 6 + ¢ = arg(zy) + arg(zar) = arg(zarzar). Mais on a aussi
|Z| = |zum|zamr| = |zamzae |, doncZ = zpr 2y, €€ qui nous donne la position de ce point dans le pfan
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Interprétation géométrique des applications— 2 + b,z — az etz — 2z

Proposition 4 : SoientM |, s Ma|mys M3|mss Ma|m, des points deZ”. Alors

my — MM
(V3 ) — o ()

Mmoo — 1Ny

démonstration:
_ e g o, ————>, déf.
(M1M2, M3M4) = (’U,, M3M4) — (’U,, Mng) = arg(zm) — arg(zm)
2 arg(my — m3) — arg(mg — mq)
prop_3(ii)

1
arg(m4 — mg) + arg <’rn2'rn,1)

prop 3(iii) <m4 - Tng)
= arg [ — | .
mo —m

18.3 Nombres complexes et géométrie, point de vue affine

On a déja pu introduire plus tét I'addition de deux points@einsi que la multiplication d’'un point d&?
par un scalaire réel. On vient aussi de voir I'intérét queiseida multiplication de deux complexes, dans le
sens ou l'identification & nous permet de transporter cette multiplication pour lanttégntre deux points
de &, intuitivement plus difficile a faire.

Soient)M, M’ deux points de” d’affixes respectives: = m; +imy etm’ = m/ +im}. Soit encore une
affixe vérifiantzg = zz/. Alors on azg = (my +ims)(m} +imh) = (mym} —mamb) +i(mymf+mom}),
donc( est le point de coordonnéés; m/ — mams,, mym/, + mom/ ). Cela nous permet d’interpréter géo-
métriquement le produit de deux nombres complexes, grateaveme suivant :

Théoréme 6 : Soita € C*. Lapplication z —— az est I'écriture complexe de la similitude directe de
centre O, de rapport |a| et d’angle Arg(a) (rotation si |a| = 1).

démonstration: Soient)M|, et M’|,, deux points de”. On a les équivalences suivantes :

oM ||

OM  |z|
_y —
(OM,0M") = Arg

Z/
z

= |al
. & M = $0,|al,Arg(a) (M)7
(%) = amsta)

z

7 =f(z)=az &

0U 50 |a|,Arg(a) DESIgNE la similitude de centi®, de rapport|a| et d'angle Arg(a) (c’est-a-dire la
composée de I'hnomothétie de cerreet de rapporta| et de la rotation de centr® et d’angleArg(a)).

Si|a| = 1, I'homothétie considérée est I'identité sur le plan, donc la similitude déterminée se réduit
a la rotation de centré et d’angleArg(a). |

Exercice : Soit ABC' D un quadrilatére quelconque. On construit les paldts M-, M5 et M, de sorte que
les triangles respectifd BM,, BC'M,, C' D M; et DAM, soient rectangles isocéles en ces points. Montrer
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que les droite$)M, M3) et (M, M,) sont perpendiculaires et qué; M = My M,.

Solution : Faisons une figure pour mieux voir les choses :

Notons par des lettres minuscules (et éventuellement indicées) les affixes correspondantes a chaque point. Lapplication C —
C : z — iz est une rotation puisque |:| = 1. Notons alors r la rotation vectorielle d'angle 7/2 (Arg(:) = 7/2). On a alors

—_ —_ _— — _— —
r(MiB) = MiA & (OB —OM,)=0A— OM

& rb—-mi)=a-mi<a—-—mi=ib—mi) & mi(l—i)=a—1b
(a—ib)(1+i) a+b+ila—Db)

R e T N 2

On montre de la méme maniére que

_b+ctilb—rc) c+d+i(c—d)

mo B , mzg=-—"—6¢+19—""5 et my =

On en déduit alors que 2(mg4 —m2) =a—b—c+d+i(—a—b+c+d).Or

2(mg —mi1)=—a—-b+c+d+i(—a+b+c—d)
& 2i(mg—mi)=a—-b—c+d+i(—a—b+c+d)=2(ms—m2)

— E—
& r(ms —m1) =my —mo & r(Mi M3) = MaMy,

ce qui prouve non seulement que M1 M3z = M2 My, mais aussi que les droites (M Ms) et (M2 My) sont perpendiculaires.

Corollaire 1 : Soienta € C*\{1} etb € C. L'application z —— az + b est I'écriture complexe de

la similitude de centreQ d'affixe w = -2, de rapport |a| et d’angle Arg(a).

1—a’

démonstration: Soient)M, M’ deux points de? d'affixes respectiveset 2’

Montrons d’abord le sens direct. On suppose duée = f(M), doncz’ = f(z) = az + b. Le point
d'affixew = % est invariant parf et est donc point fixe dé. Par suite,z’ = az + b & 2/ =
az+b+w—aw—b<e 2 —w=az—aw = a(z — w). Posons alors pour toute affixe Z = ( — w,
qui correspond a un changement de repere par translation de wedti&tixe w (d'aprés le théoreme 4).
La nouvelle origine est dore d’affixew et f s’écrit dans le nouveau repegZ) = aZ. Le théoreme
précédent permet de conclure.
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Réciproquement, on se donne une similitadie centre2 d’'affixew, de rapportk > 0 et d’anglef, et
I'on veut montrer que sV’ = s(M), 2’ = f(z). Posons pour toute affixg Z = ( —w, et donnons-nous
M’ = s(M). On aalors

QM |2/ —w| |Z'] — — 2 —w A
=k= = et (QM,QOM')=0= = — .
QM lz—w] 7] (Q, ) e\ —w ue

En remarquant qué = |ke'?| etd = Arg(ke®?), on déduit que

A 4 . , .
- = ke o 2 —w=ke¥(z —w) & 2 = ke?z +w(l — ke?),
qui est bien de la forme = az + b = f(2). |
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