LECON N° 19 :

Etude de la fonction z —— 2=% ol a, b, z

sont complexes. Lignes de niveau pour le
module et 'argument de la fonction  f.
Applications.

Pré-requis:

— Transformations du plan : expression complexe, proprigtés
— Nombres complexes : propriétés, module, argument;;

— Théoréme de I'arc capable.

On se place dans le pan complexemuni d’'un repére orthonormal dire@D, 7; 7).

19.1 Etude de la fonctionf

19.1.1 Domaine de définition, bijectivité

Théoreme 1 : f est une bijection deC\{b} dansC\ {1}, sa réciproque est :

bz —a

-1
Pz — .
! z—1

démonstration: f est clairement définie s\ {b}. Sia = b, on af(z) = 1 pour tout complexe.
On suppose donc dans la suite que b. Soit alorsz € C\{b}.

flz)=7 < Z_Z:z'@)z—a:z'z—z’b
Z_
, , Z’b—a ,
& 2(1-2)=-2btasz=— ] (z' #1).
z_

19.1.2 Construction deM’ = f(M)

Proposition 1 : Deux trianglesABC et A’ B’C” sont semblables si et seulement si

c—a c —a

b—a b —a’
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démonstration: On notea, b, c,d’, b, ¢ les affixes respectives dg B, C, A’, B’,C’ dans le plan
complexe. On a alors :

Deux trianglesA BC et A’ B'C’sont semblables

AC  AC = = _—
= @ = ﬁ et (AIB/, A/C/) = (AB,AC) (mod 271')
c—a d—d c—a d—ad
Rl el el Py et arg (b—a) = arg (b’—a’> (mod 2m)
c—a —d
b—a V—a’
car ces deux nombres complexes ont méme module et méme argument. [

SiM, M’ A, B, C sont cinq points d’affixes respectives:’, a, b, 1, alors :
/ /
;o =0 z-—a z—a 00—z
SR G G v R APy Sl
D’apreés la proposition précédente, on sait alors que lasgles) BA et OC' M’ sont semblables, ce qui
permet donc la construction du poiht’ :

MI

|

Q
=y
Q

19.1.3 Décomposition d¢

Remarquons que

D’ou le théoréme suivant :

Théoreme 2 : f se décompose elf = fs o0 fyo0 f3o fa 0 f,0U:

*fiiz—2z—0>b est la translation de vecteurO_B) d’affixe —b;
1

*foiz— — est l'inversion de pdleO et de rapport 1 (voir définition ci-dessous) ;
z

*faizr— Z est la réflexion par rapport a I'axe des réels;

* fa: z+— (b— a)z estlasimilitude de rapport |b — a| etd’anglearg(b — a);
*fsizr— 142 est la translation de vecteur(f' d’affixe 1.
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Définition 1 : On appelleinversion de pole? et de puissancé, I'application

{9’\{9} — 2\{Q}

M — M’

telle que 2, M, M’ soient alignés eQ2M - QM' =

En langage complexe, voyons ce que cela donne :

. .
JAER| QM = )M 1)
QM -QM' =k = = — 5
|Q2M]
La relation (1) donne donc
— QM k k
QM = k—= & Z-w=k c Y = & Z=w+ .
QM |2 (z—w)(z—w) z—-w Z—w

Proposition 2 :

(a) Pour toute droite  de &7, il existe un couple(w, p) € C* x R tel que
M(z)e P zw+2zZw+p=0,;

(b) Réciproquement, pour tout couple(w, p) € C* X R, 'ensemble
{M(z) e V| zw+2zw+ p =0}

est une droite de vecteur normali(w) ;

(c) Pourtout cercle? € &2 de centre2 et de rayonr > 0, il existe (w, k) € C x R tel que
M(2)eb¢ = 2zz—20—2zw+k=0;

(d) Réciproquement, pour tout(w, k) € C x R,on a

%) si |w|? < k,
{M(z2)e P |2z—2zw—2zw+k=0})=<¢ {Q2w)} si |w|? =k,

C(Q,\/|w|]2—k) si |w|* >k,
ou % (€2, \/|w|? — k) désigne le cercle de centr€ d’'affixe w et de rayon/|w|? — k.

démonstration:

(a) Considérons une droit¢’ du plan, d’équatiorux + by + ¢ = 0, ol a, b, ¢ sont trois réels tels que
a etb soient non nuls. Posons= z + iy etw = a + ib. Alors

Mz e2 & ar+by+c=0<Re(wz)+c=0

1
& i(wz—FwE)—i-c:O(:)wz—i—wE—i-Qc:O.
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Il suffit alors de posep = 2¢ € R pour arriver au résultat.

(b) Réciproquement, et avec les mémes notations que précédemment,

{M(z)e Z|wz+wz+p=0} = {M(z)e & |2Re(wz) + p =0}
= {M(z2) € Z|2(ax +by)+p=0}
- {M(z)e@|ax+by+g:o},

ce qui correspond bien a I'équation d’'une droite dont le vecteur nbadmet pour coordonnées
(a,b), donc d'affixew.

(c) Soit% le cercle de centr€(w) (on posev = a + ib) et de rayon- > 0. Alors

M(z)e€ < QM?=r’s |z —w? =12
& z-wiz-w=re(z-wE-o) =r
& 27— wi—Wz4wo =12
& Z-wi-wztd+bt-ri=0.
eR

En posantc = a? + b> — 2, on arrive bien au résultat attendu.

(d) Réciproguement, en posant z + iy etw = a + ib, 0On a

Z-wi-wzt+k=0 & 224+9y>—2ar+by)+k=0
s (z-—a)’+Wy-0*-d®>—+k=0
S (z—a)+(y—b)’=wf -k

Il y a alors trois cas a distinguer :

— sijw|? < k, alors il N’y a pas de solution, et 'ensemble cherché est vide.

— si|w|? =k, alors (x — a)? + (y — b)? = 0, donc(a,b) = (0,0) et 'ensemble cherché est le
point (2.

— si|w|? > k, alors en posant? = |w|? — k, on trouve I'équation d'un cercle de centfEw) et
de rayonr.

Proposition 3 : Soit ¢, une inversion de p6leO et de puissance (- est I'application de &7 associég
a f,). Lapplication ¢, transforme :

(i) une droite passant parO privée deO en la méme droite ;
(ii) une droite ne passant pas patO en un cercle passant paiO privé de O;
(iii) un cercle de centreO de rayonr > 0 en un cercle de rayonl /r de centreO;
(iv) un cercle passant parO privé de O en une droite ne passant pas pa0 ;
(V) un cercle ne passant pas pa@© en un cercle ne passant pas pad.

L

démonstration: Dans toute cette démonstration, on noterdensemble privé de I'origineO.
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(i) Une droiteZ passant paO signifie qu’elle est d’équation complexe + zw = 0. Le fait qu’elle
soit privée deg) signifie simplement que# 0. Alors :

& 2w+ zZw = 0.

Puisqueps(Z*) et * ont la méme équation, ces deux objets sont les mémes.

(i) On procéde selon le méme raisonnement que précédemment :

D :wz+wz+p=0 (w,p)€C*xR"

1 1
= Vz#0, @2(.@):55%—;@04-,0:0
= Vz2#£0, ¢(2):wz+wz+pzz=0

= Vz#0, I (D):2z— <—(:)z— <—L:>z:0.

C’est I'équation d’un cercle passant pér, privé deO (car z # 0).

(i) Le cercle de centreO et de rayornr > 0 admet pour équation complexeé + 2 = 0. Alors,
pour toutz # 0,

1 1 2
‘P2(Cg)3+T2—0©1+r2zz—0@zz+(> =0.
zZZ r

p2(%) est donc un cercle de centfeet de rayonl /r.

(iv) Le cercle% de centreO et de rayonr > 0 admet pour équation complexg — wz — wz = 0.
Alors, pour toutz # 0,
o 1 wow _ _ _ =
(") ——=——=01-wz—wz=0&20+2w—1=0.

2z z z
p2(€¢*) est une droite ne passant pas [ar

(v) Le cercleg de centreD et de rayon- > 0 admet pour équation complexg — wz —wz + k = 0,
ol (w, k) € C* x R* tel que|w?| > k. Alors, pour toutz # 0,

1 = _
QOQ(%*):—w—w+k:O<:>1—wz—wz—|—kzz:O<:>zz—(2})2—:24—1:0.

zz z z

p2(€¢*) est donc un cercle ne passant pas par

Puisque les translations, réflexions et similitudes comeserles droites et les cercles, I'applicatipr(ap-
plication de#? associée &) transforme les droite et cercle en droite ou cercle, a jende la proposition
précédente. On obtient donc le théoréme suivant, que I'alénentrera pas :
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Théoréme 3 : SoitZ une droite et % un cercle de centrel et de rayonr > 0. Alors
(i) Si B € 2, alors p(2\{B}) est une droite passant patC, privée deC';
(i) Si B € 2, alors ¢(2) est un cercle passant paC, privé de C;
(iii)y Si I = B, alors (%) est le cercle de centreC de rayon %|b —al;
(iv) Si B € %, alors p(¢\{B}) est une droite ne passant pas pa€;
(v) Si B € ¥, alors (%) est un cercle ne passant pas pat'.

19.2 Lignes de niveaux

19.2.1 Pourle module

z a

-4}

Oonnotel'y, ={M € 2\{B} | |f(2)| =k} = {M e 2\{B} |

z —

Proposition 4 : Soitk € R. Alors :
(@) sik < 0,alorsTy, = 9;
(b) sik = 0, alorsT', = {A};
(c) sik = 1, alorsT', est la médiatrice du segmen{fAB] ;
(d) sinon, T’ est le cercle de diamétrdI.J], ou

I =bar{(A,1),(B,k)} et J=bar{(A,1),(B,—k)}.

démonstration:

(&) Trivial, car un module est toujours positif.

(b) ’z:z =0=|z—a|=0&T;={A}.

© z—Z =1=|z—a|=|z-bl & MA= MB, dou le résultat.
.
z—aQ MI - MJ

(d) p| = k= MA? = F’MB* & (MA+kMB) - (MA - kMB) =0 & MI-MJ =0,
.

donc[M1I] L [MJ] etl'y estle cercle de diamétig.J].

Remar que 1 : Pour la construction dg, J et del';, associé, on donne ce qui sulit :

SoitC € Z\(AB) tel quegg = k, alors! (resp.J) est le pied de la bissectrice intérieure (resp. extérieu@\B.
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19.2.2 Pour I'argument

Proposition 5 : Pour tout @ € R, on note

o= {M(z) c ?\{A, B} | arg (i :‘Z) —9 (mod w)}

et
z—a

z—20b

T = {M(z) € ?\{A,B} | arg<

On distingue alors plusieurs cas :
(i) Si@ =0 (mod =), alorsTy = (AB)\{A, B};
(i) Si® =0 (mod 27), alorsT'), = (AB)\[AB];
(i) Si @ = m (mod 27), alorsT'y = |ABY;
Sif # 0 (mod ), alors on définit un point T € Z\{B} tel que (ﬁ, B_/l) = 6 (mod 2m).
Alors
(iv) Te = €\{A, B}, ou% estle cercle passant paA et B, tangent a(BT') en B

) =0 (mod 2«)}.

(v) I'j estl'arc ouvert AB délimité par le demi-plan de frontiere (AB) et ne contenant pasl'.

Voici les figures illustrant les cas (iv) et (v) :

cas (iv) cas (v)

démonstration Notons querg(2=%) = arg(z—a)—arg(z—b) = (i, AM)— (i, BM) = (BM, AM)
(mod 27).
. —_— —
(i) (BM,AM) =0 (mod w),doncM € (AB)\{A, B}.
(i) (BM,AM) =0 (mod 2r), doncM € (AB)\[AB].
(iiiy (BM,AM) =7 (mod 27), doncM €]AB].
(iv) Soit B’ le point diamétralement opposémasur %. Alors B’ BT est un triangle rectangle ef,
ainsi queB’AB en A. Alors
T

e _— —
(BA, BB) = g —0 et (BB,BA)=m— g ~(5-0) =6 (modm).
Donc d’aprés le théoréme de I'arc capable, € €\{A, B}.
(v) Méme démonstration que précédemment, en remarquant quedegesprincipales sont de méme

signe dans le méme demi-plan. |
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19.3 Applications

19.3.1 Colinéarité et orthogonalité

Théoréme 4 : SoientA, B et M # B trois points de #. Les droites(AM ) et (BM) sont paralléles
(resp. perpendiculaires) si et seulement si

z—Qa

€ER (resp. € R).
z—0>b

démonstration. On suppose les trois points distincts, sinon le résultat est évident. On a alors

z—aQ

z—0b

€R & arg (z _Z) =0 (mod )& (]\ﬁ,m) =0 (modm) < M € (AB)\{A, B},

d’'ou A, B et M sont alignés, ou les droitgsA M) et (BM ) sont paralléles. De plus,

zZ—a . z—aQa ™ — m
3 € iR & arg (z—b) =3 (mod 7) & (MB,MA) = 5 (mod ),
—_— —_— .
et les vecteursl M et M B sont bien orthogonaux. [

19.3.2 Critere de cocyclicité

Théoréme 5 : Quatre points distinctsA, B, C, D d’afixes respectivesu, b, ¢, d sont alignés ou cocy

cliques si et seulement si
a—c b—c

-~ e R.
a—d b-—d
démonstration: Notons tout d’abord quea_—C = bze est appelébi-rapportdu quadruplet

a—d b—d
(A,B,C, D), etestnotéA, B,C, D]. On a donc

a—c b—c
[A,B,C,D]€ R < arg (a—d) = arg <b—d> (mod )
—_— — —_—
< (DA,CA) = (DB,CB) (mod )

< A, B,C, D cocylciques (d’apres le théoréme de I'arc capable) ou alignés
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