LECON N° 20 :

Racines n-iemes d’un nombre complexe.
Interprétation géomeétrique. Applications.

Pré-requis:
— Représentation d’'un nombre complexe dans le flamuni d’un repére orthonormé direct;
— Formes trigopnométrique et exponentielle d’'un nombre cex®len particulier :

0 110’

B - r=r
ree=re 0=0[2n];

— Groupe cyclique, similitude directe et son écriture comele

Dans toute la lecon, et sauf mention contrairdésigne un entier naturel non nul £tin nombre complexe
non nul s’écrivant sous forme exponentiele= R . Un nombre complexe quelconque sera toujours
écrit 2 = r e’ sous forme exponentielle.

20.1 Racines:-iemes d'un nombre complexe

20.1.1 Cas général

Probleme: Il s’agit de trouverz € C tel quez" = Z, c’est-a-dire résoudre I'équation complexe= 7
d’'inconnuez € C. On trouve alors :

3
<
I

=7 & e :Rei9<:>{

d’ou les solutions suivantes :

Vke{0,...,n—1}, z:=Rwetao.

Théoreme 1 : L'équation complexez™ = Z admetn racines distinctes. Son ensemble solution est
donné par

S, = {R% Gt k€ {0,...,n — 1}}.

démonstration: L'existence des racines est donnée par ce qui précéede le théotameité de
chaque solution vient de I'égalité moduo /n : en effet, avec les notations données, on a que pour tous
ke{0,...,n—1}, zkrn = 2k [ |
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Définition 1 : Les nombres z;, définis ci-dessus sont appeléscinesn-iemes deZ. On note leur en-
sembles,,.

Exercice: Résoudre dang I'équationz® = /3 + i.
Solution : Il suffit de remarquer que

WV3+il=v3+1=2 et arg(\/§+i):%,

d’ou les trois solutions suivantes :
1 1(L+ 2k7r)
vV ke{l,2,3}, 2z =23 elist 73 ),

20.1.2 Racines:-iemes de l'unité

Définition 2 : On désigne I'ensemble des racines-iemes de l'unité par

2km

Un —= {67' n

,kG{O,...,n—l}}.

Remar que 1 :On adonc que tout complexec U, vérifie 2" = 1.

1%

Théoréme 2 : Les racinesn-iemes d’'un nombre complexeZ sont exactement les produits de I'ung
d’entre elles avec les racines-iémes de I'unité. Autrement dit, siz € C esttel quez™ = Z, alors

Sn = {zei%Tﬂ,kG {0,...,n—1}}.

démonstration: Soitz € C vérifiantz™ = Z. Alors pour toutk € {0,...,n —1},0na

2km \ T .
<Z GZT> — " ez2k7r -7
~—
=1

Théoréme 3 :(U,, -) est le seul sous-groupe multiplicatif de&C* d’ordre n. De plus, il estisomorphe a
(Z/nZ,+).

démonstration:

Sous-groupe :

— Sik =0, alorse!™>" =1, doncl € U,
— Soientz, 2’ € U,,. Alors

z-2 = € e n =€ a
1
;2K kK" e {0,...,n—1}
= e " n €U avec
"’ k+k =K' [n].

. . - —2km _
— Soitz € U,. Onremarque que si = ¢ » ,alorsz- 2 =1, de sorte que~! = 2/ € U,,.



Racinesi-iemes d’un nombre complexe 3

Unicité : SoitG un tel sous-groupe, c’est-a-dire un sous groupe multiplicatittie’ordre n. Siz € G,
alors 2™ = 1 (car G est justement d’ordre), doncz € U,,, ou encores C U,,. PuisqueG etU,, ont le
méme cardinal, il vient qué&' = U,,.

Isomorphie : On considere I'application suivante :

f:<Z/nZ7+) - (Un,)
Eo— et

On détermine que

’ ’
j2:0m — — Z?(ktlk: ) j2km 2k 7

FO) =" =1 et fE+F)=e = 5 = f(R) - (R),
de sorte que soit un morphisme de groupes. On montre de plus qu’il est injectif :

— — 2k 2k 2k 2K - =
JER) = f(#) & =" e T =T rl o k=K n] o k= F.

Enfin, grace au point précédent, on sait gdg¢nZ| = |U,,|, doncf est un isomorphisme. |

Corollaire 1: (U, -) est un groupe cyclique.

démonstration: Découle directement du fait qU&/nZ, +) I'est. [

2k

Proposition 1 : Les générateurs ddJ,, sontlesw;, = e*™»", otk € {0,...,n—1} etn sont premiers
entre eux.

j2m j2:2m j{n=1)-2m

démonstration: U,, = {1,617,617,...,6 w = {l,wy,w},...,w! '}, doncw; est un
générateur déJ,,. Soit alorsk € {0,...,n—1}.0Ona

‘oz ’ K ; 2kk'n i2n

wi estun générateurdd,, < Jk'|(wp) =wi e =e'n

& kk=1[ne 3K u|lkk+un=1

Bézout
2% kan=1,

d’ou le résultat. [ |

Exemple avets :
—2A6=2 et (dF)=

Définition 3 : Un générateur deU,, est appeléracine primitiven-ieme de l'unité
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20.2 Interprétation graphique

On se place dans un pla#.

Définition 4 : Soient My, ..., M, € &. Ces points constituent les sommets d’un polygone régulief

s'il existe un point €2 et une rotation de centre(2 et d’angle 27 /n envoyant M, sur M., (pour k €
{0,...,n —2}) et M,,_; sur M.

Proposition 2 : Soit M € & le point d’'affixe Z. Les racinesn-iemes deZ se situent sur un méme
— N 1 .

cercle de centreO (origine du repere) et de rayonR~ . De plus, si

n = 2, elles sont diamétralement opposéesy; > 3, elles forment les sommets d’un polygone régulie

o

démonstratiort Notons); le point d'affixez, = Rx i+ %) pourk € {0,...,n — 1}. Soit un tel
k. Alors on vérifie QU M}, = |z;| = R, de sorte que les racinesiemes deZ soient effectivement
situées sur un méme cerlce de cerdiret de rayonR%.

De plus, lorsquer = 2, le calcul nous permet d’affirmer queg(zy) = 6/n etarg(z1) = 0/n + ,
donc les racines sont diamétralement opposées.

Enfin, lorsque: > 3, on vérifie que pour tout € {0,...,n — 2}, on ait

i2n 2
Zpe n = 2y et Zn_1€n = 2p,

d’ou le résultat attendu. |

Proposition 3 : Les racinesn-iemes deZ se déduisent de celles de I'unité par une similitude de cerdy
1
O, de rapport R~ etd’angle8/n.

démonstration: On rappelle quef : z — az aveca € C* est I'écriture complexe de la similitude
de centreO, de rapport|a| et d'anglearg(a). Soit alorsa = Rw ein € C*, qui est une racine-ieme
de Z (k = 0). D’apres le théoréme 2, les autres racines4lse déduisent de celle-ci par multiplication
avec les racineg-iémes de l'unité, notées précédemmentOn a donc

Sn:{a'17a'w17"'7a'wn—1}:{f(WO)af(wl)a"-7f(wn—1)}v

et chaque racinei-ieme deZ est donc bien I'image d’une racine-iéme de I'unité par la similitude
annonceée. [

20.3 Applications

20.3.1 Factorisation
Exercice: Factoriser dan€ le polyndme défini paP(z) = 2* + 1.

Solution : 24 = —1 = ¢i(=™) donc pour k =0, ...,3, ona z, = ¢!~ T+ ), ce qui donne

P(z)=(z—e i) (z—eT)(z— e T )(z—e' T

).
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20.3.2 Somme et produit des racines-iemes de l'unité

=1 & 2"-1=0&(z—w))(z—wy) (2 —wp_1)=0
S "= (14w 4+ Fw )" (=D "W wp = 0.

En particulier, on en déduit que

n—1 n—1
dwe=0 et (=) [Jue=1
k=0 k=0

20.3.3 Caractérisation d’un triangle équilatéral
Exercice: Montrer queABC est équilatéral si et seulementsi- ja + j%c = 0 (ouc + ja + j2b = 0).

Solution : On considére la rotation % de centre A et d'angle 7/3. Alors deux cas se présentent :
Si # (C) = B, alors

b-a)y=cF(c—a) (j=eF =—j2=cF)

= bfa+j207j2a:0
& b+ (-1-jPa+5%c=0 (1+j+;>=0)
& b+ja+j2c=0.
Si # (B) = C, on procéde de la méme maniére pour trouver l'autre égalité. &

20.3.4 Pentagone régulier a la regle et au compas

Exercice: On posep = ¢'5.
1. Montrer que>_,_, p* = 0;

1 . N
2. Montrer quep + — est racine du polyndm&? + X — 1;
P

2T

3. En déduire une expression da (?) ;

4. En déduire une construction a la régle et au compas d’'uragene régulier.

Solution :
1. On utilise I'application 2 ci-dessus, ou la somme des cing premiers termes d'une suite géométrique.

2. On factorise I'expression de la premiére question par p? # 0, on simplifie les deux membres par ,%2 et ce qui reste répond
a la question.

3. On détermine d’abord que p + % = 2cos(%’7) > 0 par le calcul direct (on connait p!). Ensuite, on sait que ce nombre est
la racine positive du polynéme X2 4 X — 1. Aprés calcul, on détermine alors que

o V5—1
COSs — = .
5 4

Pour « construire » une telle longueur, il suffit alors de tracer un triangle rectangle dont les c6tés adjacents a I'angle droit
mesurent respectivement 1/2 et 1/4. Le théoréme de Pytagore nous assure alors que I'hypothénuse mesure v/5/4. On
sait aussi construire 1/4, et faire une différence de mesures a la régle et au compas, ce qui nous donne notre construction
de cos(2x).

5

4. On place d’abord le point d’abscisse 1, noté My. Ensuite, on place le point A d’abscisse cos(27/5) et son projeté M; sur
le cercle unité ¢ parallelement a I'axe des ordonnées. Il suffit ensuite de reporter sur la mesure My M, sur le cercle pour
obtenir les trois autres points M2, M3 et My. Voici la figure illustrant cette question :
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M,

I
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