LECON N° 21 :

Définition vectorielle d’'une droite du plan,
d’'une droite ou d’un plan de I'espace.
Représentations parametriques.
Geéneération des demi-droites, des

segments. Parallélisme.

Pré-requis:

— Propriétés des espaces affines et vectoriels ;

— Barycentre et déterminant (définition analytique) ;
— Produit vectoriel : notatiom\ et définition analytique.

On se place dans un espace afffhde dimension 2 ou 3, d’espace vectoriel assatidl est sous-entendu
tout au long de la lecon que lorsqu’on parle de « droit& yeut étre indifferemment de dimension deux
ou trois, alors que lorsqu’on parle de « plans»est nécessairement supposé étre de dimension trois. Les
cas exceptionnels seront précisés.

21.1 Caractérisations vectorielles

21.1.1 d’'une droite

Définition 1 : SoientA € &, v € &. Lensemble
P(AU)={Mc& : INER| AM = \u'}

est ladroite passant pard et de vecteur directeut .

Théoréme 1: SoientA, B € £etw, v € & non nuls. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) 2(A, W) C 2(B,V);

(i) A€ 2(B,v)et(u, V) estunsysteme lié;
(i) 2(A,w) =2(B,7).

démonstration:

(i) = (ii): SoitA € 2(A, ). Alors A € 2(B,7') par hypothése, donc il existe, € R tel que
BA = 11577, Soit alorsM un point de2(A, ) différent deA. Il existe alors\ € R* tel que
AM = A\ Mais M est aussi su®(B, v') par hypothése, donc il existg € R tel queBM =
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11 7.Or BA = W+ MA & ¥ = ¥ + AT & T = (1 — p2) ¥, ce qui prouve que
le systéméw, ') est lié.

(i) = (i) : PwsqueA € 9(B,7), il existep € Rtel queBA = uv (b). Or (W, ¥) est i, donc il
existea € R* tel quev” = o« (#). Il vient alors que

(MeP : aAeRyW A7)

= {MeP :3NcR|BA+AM =27}

2 (MeP:3XecR|AM =(A— )7}

® {MeP:ﬂAeRyW—a(A s

= {MeP:HﬁeR|AM Bu}=2(A,W).

2(B, V)

(i) = (i) : Evident, puisqu’une égalité est une double-inclusion.

Remar que 1 : Ce théoréme justifie I'unicité de la droite passant par un point et de vedteotedir donné. De
plus, 'ensemble des vecteurs directeurs de la de@itd, ') est donné par

(T €6 : INeR| T =T}

— —
Définition 2 : Cet ensemble est appeldroite vectorielle de vecteur directer, notée 7. 7 est appelée
la direction deZ.

Corollaire 1 :
() SiBe 2(A, W), alors?2(A, W) = 2(B, ) ;
(i) Si ¥ (# 0) estcolinéaire &%, alors Z(A, W) = 2(A, ).

démonstration:
(i) Par hypothéseB € 2(A, W), et le systtméw, u) est lié. Le théoréme permet d’en déduire le
résultat.
(i) Par hypothése, le systénta’, v') est lié, etA € 2(A, ). La encore, le théoréme permet de
conclure.
|

Corollaire 2 : Il existe une unique droite passant par deux pints A et B donnés, c’'est7 (A, A_B)).

démonstration: A € 2(A, E) et AB = 1. AB, doncB ¢ Q(A,A ), et cette droite passe
effectivement parl et B. Montrons alors qu’elle est unique. Si(M, o) passe pard et B, alors
@(M W) = P(A, W) par Igorollawe 1, point (i). OrB € 2(A, W), donc il existex € ]Rﬂ)al que
AB = AU, cest-a-dire( T, AB) est un systéme lié. Au finahi(M, @) = (A, @) = 2(A, AB) par
le point (ii) du méme corollaire. |
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21.1.2 d'unplan

. sy . — . Ve . — y
Définition 3 : Soient A € & et w, v’ deux vecteurs non colinéaires de5’. Lensemble

PAT,d)={Me& : IAN) R | AM = AT + N/ }

—_—
est leplan passant pard et de vecteurs directeurs’ et «’.

Théoréme 2 : Il existe un unique plan passant par trois pointsA, B et C donnés (ou par un point A
—_— ——
et une droite (BC') ne contenant pasA). Il est donné par #(A, AB, AC).

. . —_— —_— — — g —
démonstration: B € 2 carAB =1-AB+0-AC,etC € P car AC =0-AB+1- AC.
Mais les droiteg AB) et (AC) (par exemple) sont déterminées de maniére unique, donc le plan formé

par ceﬂeﬁdmites aussi, et puisque I'intersection de ces deux desitds ce plan n’est autre que
P (A, AB, AC). [ |

21.2 Représentations paramétriques

On munit& d’un repére orthonorméO, 7°, 77').

Théoreme 3 : SoientA, M € & de coordonnéeSza,ya) et (z,y) (xa,ya,za) €t (x,y,2z) S
—_

— —
nécessaire)u (a, B) € & etv (a, B,7), v’ (a/,3',7") € & . Alors les différentes représentations
paramétriques possibles sont données par ce tableau :

| dim(&) = 2 | dim(&) = 3 | dim(&) = 3 |
Me2ATW)o3IN | MEP(AT)3A | Mec 2(A,7T,v) <3 (AN
2= a4+ Aa T =xa+ A\ rT=x4+ Aa+ N
ERI{ Caiag (ERIJy=vatA8 |ER?|§ y=yat+tAB+ NG
y=1ya ) z =2z + A7. z=1za+ Ay + N9

démonstratiorn Les résultats découle directement des définitions associées. En eftetepwple dans
le cas ou¥’ est de dimension deux,

MePAW) & 3INER|AM =)0 & {“"”‘“ZM
Y—ya =M.

Définition 4 : On appelle respectivement ces systemesprésentation paramétrique de la droite du plan
passant parA et de vecteur directeur, de la droite de I'espace passant pdret de vecteurs directeurs
— —

7 et , du plan de I'espace passant pat et engendré par les vecteurs et v’.
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21.3 Demi-droites, segments

R rd
SoientA € & etw € & un vecteur non nul.

Définition 5 : On appelle demi-droite d’origineA et de vecteur directeur’ 'ensemble{M € & : I\ €
—
R, | AM = \u'}, aussi notéZ, (A, ).

Remar ques 2:
— — R A
— PourtoutM € 2, (A, u), les vecteurss et AM sont de méme sens;

— SiB € & estdifférent de4, alorsZ, (A, E) est la demi-droite d’originel et passant paB, notée[AB).

Définition 6 : On appelle segment d’extrémités! et B 'ensemble{M € & : 3\ € [0,1] | AM =
—_—

AABY}, aussi noté[AB].

Exercice: Donner les représentations paramétriques des quamtitéduites dans les définitions 4 et 5.

Solution : On a les représentations paramétriques suivantes :

T = TA+ A\ z = za+MNzp—z4)
P+(A,W): 8y = ya+A3 (AeRy) et [ABl:q y = wyat+Xys-wya) (Ae[0,1]),
(z = zA—l—/\v) (z = za+ ANz —z24)
qui découlent directement des définitions correspondantes (comme pour le théoréme 2). &

Théoreme 4 :
(i) [AB] estl'ensemble des barycentres des point4 et B & coefficients de mémes signes;
(i) [AB] =[AB) N [BA).

démonstration
(i) SoitM € [AB]. Alors il existeA € [0, 1] tel que
—_— —_— —_— e — —_— e —
AM =XAB & (1—-M\)AM+ X BM =0 < (A—1)AM —\ BM = 0
>0 >0 <0 <0

Réciproquement, on suppasé > 0 (le cas contraire se montre de la méme maniere). Alors

— —_—
aAM +bBM = 0 =0«
a+b a+b

a+b

— —
— atb20 a AM bBM —

& = 1-—

a+

>ZJ\7+ bbﬂ/_/:?.

En posant\ = ib € [0,1], on a bien queV! est barycentre du systéniéA, a), (B,b)}.
a

(i) 1l suffit de remarquer que
[BA) = {Meé& : Iu>0|BM=uBA}
= (Meé& :Iu=0|AM = (1 — p)AB}
= {Meé& :3IN<1
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Appliquée a la définition deA B), cette égalité donne bien

[AB)N[BA)={M e & : 30< A< 1| AM = \AB} = [AB].

Remar ques 3:
— Les demi-droites permetent de définir entre autres les bissectrices irggnextérieures d’'un angle (orienté ou

non) de vecteurs, en se plagant dans le plan formé par I'angle ;
— Une utilité particuliére des segments est la convexité et dans la céisestide dimension deux, la définition de

demi-plans.

Exercice: Donner une représentation paramétrique de la bisseoitéreure de I’angle@ dans un triangle
ABC quelconque.

Solution : On se place dans le plan du triangle ABC, rapporté a un répére orthonormé. On sait déja que le vecteur @ dirigeant

—

cette bissectrice est égal 8 —AZ_  _AC_ Notons A 4 cette bissectrice intérieure issue de A. Alors (\ désigne un réel quelconque,

IAB|  JAaC)’
A(za,ya) et M(z,y)):
IB —TA rCc —TA
Mer oo o 4 A(wm—m)u(w—ym+¢<wc—xA>2+(yc—yA)2>
U ya =\ YB — YA n Yo — YA
V=242 + (s —ya)? V(o —2a)?+ (yc —ya)?
B Na 1 A A
- rz=|(1-— E—’_E $A+E$B+TCZ'C
v=(1-2(==+— yA+in+iyc,
AB T AC AB AC

et ce dernier systéeme est la représentation paramétrique recherchée, données directement en fonction des coordonnées de A, B
etC. &

21.4 Parallélisme

Définition 7 :
(i) Deux droites Z(A, ) et 2(B,7’) (avecw , v non nuls) sont ditesparallélessi les vecteursu’
et v’ sont colinéaires.
H
(i) Unplan 22(A, ', ') et une droite (B, v') sont dits parallélessi v est combinaison linéaire
—
H
/

deu etu'.
_ — ’ — H[ . < . . . -, . —
(iii) Deux plans Z(A, v, u')etZ'(B, v, v") sont dits parallelessi toute combinaison linéaire deu
— —

/

et «/ l'est aussi dev et v'.
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Proposition 1 (positions relatives de deux droite?( A, ') et 2'(B, @) de I'espace) : SiZet 2’ sont
distinctes, alors on considére le plan? défini par & et un point A’ de 2’ n'appartenant pas a 2.
Alors

1. & contient un autre pointde ¥’ < 2’ C &, etdans ce cas,
@2)92<e2=9202N9 =g,
(b) 2 et 2’ sont sécantes e < u et v sont libres;

2. Sinon,Z et 2’ ne sont pas coplanaires, et donc non paralléles.

Remar ques 4 : Ce théoréme donne aussi la position relative de deux droites du plan. ..

démonstration:

1. (a) Par définitionw et v colinéairese 2 // 2. Siun point d’'une droite est dans I'autre, alors
on a nécessaireme = 2’ et sinon,2 N 9’ = @. La réciproque est évidente : en effet,
2N 92 =z ou? = 2 impliquent forcément que /| 2'.

i — — — — — L L .
(b) Sizn 2 = {0}, alors AB = AO + OB = au + 7. « et 3 étant déterminés de
maniére unique, le systéme’, v') est libre. Réciproquement, supposons ce dernier systéme
libre. C’est donc une base d&’, de sorte qu'il existe un unique cougle, 3) € R? tel que
— — — . — — — — — —
AB = au + fv. SoitalorsO € 7 tel queAO = au'. AlorsOB = AB — AO = (7,
doncO € 2'.
2. SiB’ désigne un autre point dg’ distinct deA’ et n’appartenant pas &, alors B’ ¢ £, donc
le plan formé parZ et B’ est différent deZ et les droites” et 2’ ne sont donc pas coplanaires.

. L= — - . — — N
Proposition 2 : Soientw (a, b), v (¢c,d) € & .Les droitesZ(A, u') et Z'(B, v') sont paralléles s
et seulement sdet(w, v') = 0.

démonstration: En effet,

2 || 7' < u, v colinéaires < <Z> :)\<C> @{ a=Ac & ad—be =0 det(uw,v) =0.

d b=\
[ |
" = 0 = : — ’ -
Proposition 3 : Soientw (a, b, ¢), v’ (a’,b’,c’) € & . Les droitesZ(A, w) et 2'(B, u') sont pa-
ﬁ
ralléles si et seulement s A v’ = 6).

démonstration: Rappelons quér et v sont colinéaires si et seulement s'il existec R tel que
a = \d’,b= \b etc = \. Par élimination de\ dans ces équations, on trouve la suivani#’.— a’b =
ca' — da=0bd —b'c = 0. Inversement, si ces trois nombres sont nuls, alors (en supppaaekemple
a # 0) en posant’ = \a, on trouvel = \b etc’ = A, de sorte quer etu soient colinéaires. Pour
conclure, remarquons qué’ — a’b = ca’ — d'a = b’ — V'c = 0 équivaut a dire quér A W=7 n
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On ne démontrera pas les résultats suivants, qui se basectednent sur la définition 7 :

Proposition 4 : Un plan Z(A, , Z’)) et une droite (B, @) sont paralléles si et seulement s C
ZousiZyNL =a.

i . g _/) / - _/) h ; /
Proposition 5 : Deux plans# (A, w, u’) et #’(B, v, v’) sont paralléles si et seulements¥ = &
ouZ N =w.




