LECON N° 35 :

Produit vectoriel dans I'espace euclidien
orienté de dimension trois. Point de vue
geometrique, point de vue analytique.

Applications.

Pré-requis:
— Généralités sur les espaces euclidiens affines et veaateetimension inférieure ou égale a trois;;

— Orientation de I'espace (base orthonormée directe, iraded: régle des trois doigts de la main droite ;
— Angle orienté de deux vecteurs non nuls dans le plan euslidiesinus, sinus (dans un triangle rec-

tange) ;
— Notions sur les surfaces, solides usuels, produit scalaire.

35.1 Point de vue géométrique

Définition 1 : Le produit vectoriel de deux vecteursu et v de I'espace,
notéu A v, est 'unique vecteur défini par :

() @ AT = 0si et sont colinéaire ;

(i) €A = (||g|| ||¥]| | sin(, ¥)|)@ sinon, ouw désigne le vecteur

unitaire orthogonal a @ et v tel que le triedre (4, U, W) soit direct.

Remar ques 1:
— direction: donnée pafi A ¥ orthogonal &i etv;

— sens donné par le triédréi, v, @ A ¥) direct;
— norme: [|a A 0| = ||| [[@] | sin(a, 7)].

Remar ques 2:
1. cos(u, v) est indépendant de I'orientation du plan ) :

- -

cos(u, V) = Uy
] 19"
2. sin(u, ¥') dépend de I'orientation du plaw, v) :
la ATl = [l [[o] |sin(a, 9)].

Exemple: La force magnétique qui s’exerce sur une charg@imée d'une vitessé dans un champ ma-
gnétiqueB est donnée par la relatidh = ¢7 A B. Le triédre(qv, B F) est direct.
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C
Convention: On suppose que le sinus est toujours positif :

~ AC
inB=—.
sin BC

35.2 Propriétés

35.2.1 Orthogonalité

Théoréme 1 : Etant donné deux vecteurs et @, @ A ¥ est orthogonal aii et @.

démonstration: C’est la définition méme du produit vectoriel. [ |

35.2.2 Colinéarité

\Théoréme 2 :ii et ¥ sont colinéaires si et seulement si A ¥ = 0.

démonstration:

"=—>": C’est la définition.

"<=": Supposong et 7 non colinéaires. Alorg|d A ¢]| = ||| ||¥]| |sin(d@, ¥)| # 0 car c’est un
produit de trois facteurs non nuls. D’aiiA ¢ # 0.

35.2.3 Bases orthonormées

—

Théoréme 3 : Siu et ¥ sont deux vecteurs unitaires non nuls orthogonaux, aloréi, ¥, @ A ¥) est une
base orthonormée directe.

démonstration: D’aprés le théoreme 1, les vecteuls? et A ¥ sont deux a deux orthogonaux. De
plus,

(ﬁ,ﬁ):ig (mod 27) = |[sin(@,d)=1 = [@Ad] =1

Enfin, (i, ¥, @ A ¥) est directe par définition. [

Remar que 3 :Si (5, 7, E) désigne une base orthonormée directe de I'espace, alors on a

- - -

iNj=k, jAk=1i, et kAi=].
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35.2.4 Antisymétrie

\Théoréme 4 : Soienti et ¥ deux vecteurs. Alorsit A v = —U A 4.

démonstration: Si# et sont colinéaires, alors le résultat est immédiat. Supposons alors qeils n
le soient pas. Par définitior{u, v, 4 A v) et (v, 4, v A @) sont directs. En particulief, v, ¥ A @) est
indirecte, et puisqué& A v etv A 4 sont orthogonaux & et v, il vient qued A v et A « sont de méme
direction mais de sens opposés. Enffii,\ ¢]| = |0 A 4|, d’ou le résultat. |

Remar que 4 :Si(i, ], k) désigne une base orthonormée directe de I'espace, alors on a

- — —

EANj=2i, jAi="k et ink==j.

35.2.5 Colinéarité (les résultats de ce paragraphe seront admis)

Théoréme 5 : Soientu, ¥ et 5 trois vecteurs et un réel. Alors le produit vectoriel est une forme
bilinéaire alternée, c’est-a-dire :

() (T+)ANTB=UdANT+ TN,
(i) UN(T+ W) =udANT+UdAND;
(i) @A (AD) = (Ad) AT = XU A D);

(V) TAT = —F A .

Remar que 5 : On montre d’abord I'équivalence entre la définition du produit vectonehdée dans cette lecon et
celle utilisant le produit mixte. Le sens indirésuffira ici, puisque si ces égalités sont vraies en utilisant la définition
du produit mixte, elles le seront alors aussi utilisant la définition de cette.legon

démonstration: Il est bon de rappeler ici que le produit mixte est une forme trilinéaire aier Pour
tout vecteuw, on a donc par linéarité du produit mixte :

[@ + U,, &) = [u,d, d] + [v,, al,
impliquant par définition du produit vectoriel que
(@+0)AD) -d=(TAD) @+ (TAD)-d=(TAT+TAD) -

d’ou I'égalité (i). Les égalités (ii) et (iii) se montrent de la méme manierdinEliégalité (iv) a été
démontrée dans le théoréme 4. [ |

1. Partons de la définition utilisant le produit mixt £ @ est I'unique vecteur tel que pour towt [i, 7, W] = (@ A T) - 0).
En appliquant successivementia= @ puisw = v, on trouve quéd A 0) - & = 0 et (Z A ¥) - U = 0 (en effet, le déterminant du
produit mixte est nul puisque deux des lignes sont les mérhesjecteurii A ¥ est donc orthogonal@et .

De plus, si(, ¥, w) forme une base directe, alors le produit mikiev, ] est strictement positif, impliquant directement
que (4, 7,4 A ¥) est une base directe. Enfin,®iest de normd, alors (4 A ¥) - & = ||@ A U|| = [&, U, w]. On retrouve le
volume du parallélépipéde appuyé sUrv et o, égal a (hauteux aire de la base)|| ||| ||7] |sin(@,?)|, d’'ou I'égalité
[a@ A 0| = [lall |0]] | sin(d, 7)].
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Remar que 6 : Avec le théoreme qui suit, on aurait pu montrer la bilinéarité du produit viett®n montrant
gue les coordonnées des deux vecteurs de chaque égalité sont les mameas travail est trop lourd en terme de
lignes de calcul. Une autre possibilité élégante est de montrer que I'appligationt — 4 A ¥ (avecw un vecteur
arbitrairement fixé) est linéaire :

démonstration: Montrons quef; est la composition
fa = hyg) © T(ix/2) © Pat

de trois applications linéaires, respectivement une homothétie, une rottiome
projection orthogonale.

Pour obtenir le produit vectoriell A ¥, on commence par construire un vecteur

de la droite (i, 7)* tel que la basg, 7, ») soit directe : pour cela, il suffit de
projeter orthogonalemerit sur @, nous donnant ainsi un vectediy orthogonal &

i, puis de faire subir a ce vecteur une rotation d'anglautour dei, nous donnant
alors le vecteur, avec les propriétés recherchées (figure ci-contre).

Il reste a dilaterd, pour le transformer en un vectedrA ¥ de longueur convenable. Mais on a

—

[02]] = [loa]l = [|@]] | sin(@, 7).

Il suffit donc de dilateri, en le multipliant par||||. L'application f; est donc bien linéaire. Il suffit
alors d’inverser les r6les d€ et ¢ pour montrer qu’elle est en fait bilinéaire. [

35.3 Expression analytique

Théoréme 6 : Soit(¢, j, k) une base orthonormée directe. Soieni et ¥ deux vecteurs de coordonnées
respectives(z, y, z) et (z’, y’, 2’). Alors le vecteurd A ¥ a pour coordonnées

(yz' — 2y, za’ — x2’, xy’ — ya').

démonstration: On a les égalités suivantes :
GANT = (xi4yj+zk)A@T+y]+ k)
= 2f((N])+ a2 GANE) +y' GAD +y2' (GAKE) + 22" (kN + 2y (kA J)
= w'k+ x2'(—7) + yx'(—/g) + y2'i + z2'j + 2y (—i)
= (y2 —2)i+ (za' —22)] + (w9 — ya')k.

Le résultat est ainsi démontré. [ |

35.4 Applications

35.4.1 Aire du triangle et du parallélogramme

Faisons au préalable une figure illustrant ce que nous diines:
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En utilisant les propriétés de la fonction sinus, on trouve q

~ ~ BB’
sin A =sin(r — A) =

& BB = csinA.
C

On en déduit que

—_— —

1 S U
e = §bBB = ébcsmA = §HABH |AC| | sin(AB, AC)| =

ainsi que
Dapop = 294pc = ||[AB N AC||.

35.4.2 Distances

- d’un point a une droite de I'espace

Soit D une droite passant par un poifitet de vecteur directeur. La dis-
tance d’un point\/ a la droiteD est donnée par

démonstration: Si H désigne le projeté orthognal de sur D, alorsd(M, D) = M H. Or
—_— — — . —_— .
[MANG| = [(MH +HA) Al = |MH Nl = MH |||,

d'ou le résultat attendu, par division des deux membres|@ér non nul par hypothése. [ |

- d’'un point a un plan de I'espace M
Soit P un plan de I'espace euclidien orienté passant par un point H' | B
A et dirigé parVect (i, ¥). La distance d’'un poind/ au planP

H

est donnée par

—
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démonstratiort On appelleH le projeté orthogonal dé/ sur le planP, et H' sont projeté orthogonal
sur la droite passant parl et de vecteur directeut A . De maniére simpliste, on a dans le triangle

MAH' que
~ AH' ~
COSA:MA & AH' = MA cos A.
Cela se traduit donc par :
— - — — . —UNT
MH = H'A=|MA|cos(AM,d A7) —=—=
[ A
—_— —_—
_ |[MA] ||[u AV cos(MA,dNV) uNAY
[ A7 [ A
—
|IMA-(ZAD)| dAT
landll  llandll

IMA - (@A B)|

. —
Dot MH = |[MH| = SR
[ A

- entre deux droites non coplanaires

SoientD et D’ deux droites non coplanaires de I'espace passant respec|-
vement pard et A’ et ayant respectivement pour vecteur directéet v/’
Alors

d(D,D") = min{d(M,N)|M € D,N € D'}
|AA" - (7 A D)

@ A

démonstration. Commencons par dire que cette distance existe puisqu’un théorénteo(doe don-
nera pas de démonstration ici) nous assure qu’il existe une unique drddtéois sécante et perpendi-
culaire aux droitesD et D’ dans I'espace. On note resoectivemért .J les points d’intersection de
cette droite ave® et D'.

SoientM € D et N € D'. Alors d’'apres le théoréeme de Pythagore (puisd_L;’eest orthogonal aux
— —
vecteursM I et JN),

2 T T TN T T2 — 9
MN? = |MI +1J+ JN|? = ||MI+ JN|? + |IJ|]>.

DoncM = I et N = J réalisent le minumum d&/ N. De plus, sip désigne la projection orthogonale
— — —
vectorielle sur la droiteA = (D @ D)+, alors on aura

INTARE XY

—
— DY AA'-(_’
lanadl| @A

IJ =p(A4") =

d’ou le résultat. [ |



