LECON N° 41 :

Rotations planes. Notions d’angle.

Pré-requis:

— Algebre linéaire ;

— Notions de groupe, groupe linéaire ;

— Isométrie : définition par la conservation du produit scadai

. - =, , =4
On se place dans un plan vectoriel euclidien origitén noteS 'ensemble des vecteurs de de norme 1.

41.1 Matrices orthogonales et orientation du plan

Définition 1 : Dans le groupe des matrices inversibles,(RR), on définit le sous-ensemble suivant :

b

0+(2) = {M € M2(R) | 3(a,b) ER?: M = <a _ab> eta? + b2 = 1}.

Proposition 1 : (O*(2), x) est un groupe commutatif. De plus, chaque élémeZ € O (2) vérifie
M~ =1tM.

démonstration: Nous allons en fait montrer qu’il s’agit d'un sous-groupe @é.»(RR), groupe des
matrices inversibles :

o Onabien0"(2) C GLy(R) puisque toute matricd/ deO™ (2) a un déterminant non nul, impliquant
gqueM est inversible.

o Lorsquea = 1 eth = 0, la matrice(} ) a un déterminant égal a 1. Par conséquent;(2) # &.
o SoientM, N € O"(2). Montrons queM N € O (2). Il existea, b, ¢, d € R tels que

M= (7 No(¢ et A2+i=c+d?=1.
b a d ¢

Dans ce cas,

_(a =b\ (c —d\ _(ac—bd —ad—bc\ (o —p
MN = <b a> <d c>_(ad—bc ac—bd> - <B a>’
aveca = ac — bd et3 = ad — be.
Calculons encore son déterminant :
det(MN) = (ac — bd)* + (ad — bc)? = (ac)* + (bd)* + (ad)? + (bc)? = (a* + b*)(c* + d*) = 1.

Au final, on a bien N € O*(2).
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o SoitM € O*(2). Montrons queM ~! € O (2).0Ona:

i (@ —(=b) t ~(a b\ [a —b\ [a*+b> —ab+ab\ (1 0
M_<—b a >et MM_(—b a)\b o)  \cabrar @+ )" \0 1)
donc!M = M~ etdet(M 1) = a® + (-b)? = 1, ce qui prouve qué/ ! € O (2).

Pour la commutativité, en reprenant les matriddset IV utilisées ci-dessus, on a :
c —d a —b ac—bd —bc—ad
NM_(d c)(b a)_(ad—l—bc —bd+ac>_MN'

Le résultat est ainsi démontré. |

Définition 2 :
(i) Une matrice de O™ (2) est ditematrice orthogonale

(i) Deux basesB et B’ sont ditesde méme sensi la matrice de passage dé3 a B’, notée Pg_, 5,
a un déterminant positif ;

(i) — Lorsgqu’on se donne une baseB de ]_f on dit qu'on orientef,
— Ondit qu’'une base B’ estdirectesi elle est de méme sens quB, etindirectesinon.

Proposition 2 : Supposonsﬁ orienté par une base orthonorméeB = (%,J), et soit B’ une base
orthonormée directe. Alors
PB—)B’ € 0+(2).

démonstration: On se donnes’ = (7/, ") telle queB’ soit une base orthonormée de méme sens que
—
B. PuisqueB est une base dé , il existea, b, c,d € R tels quer’ = a7’ + bjet]’ = ¢’ + dJ, de sorte

que
a c
PBHB’ = <b d) .

On aa? + b2 = ¢ + d? = 1. En effet,B’ orthonormée impliquéiz’|| = ||7’|| = 1, et B orthonormée
implique||?’|| = a® + b? et||7”’|| = ¢ + d>.

De plus,i - ¥ = 0 < ac + bd = 0, et commea,b) # (0,0), il existe donc: € R tel quec = —eb

etd = ea (en effet, 'ensemble des vecteurs orthogonauk & (a,b) est dirigé par le vecteur de

coordonnée$—b, a) dansB, car leur produit scalaire doit étre égal &1). Par conséquent,
CrdP=1 & 2+ =1 & £2=1 & =41,

et puisqueB’ est de méme sens qBeon a

det(Pp_p) =20 & ad—bc=20 < e’ +eb?> >0 & >0,

d’ou on déduit que = 1, et enfin quePg_. g = (Z _ab> € 0T (2). [ |
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41.2 Rotations vectorielles

Définition 3 : On appellerotation vectorielletoute isométrie deE de déterminant positif.

Théoréme 1 : On supposeﬁ orienté par une base orthonorméB = (%, 7). Soit f € LZ(E)). Ona
alors équivalence entre :

() f estune rotation;
(i) (f(2), f(3)) estune base orthonormée de méme sens qik;
(i) La matrice de f dans B appartienta O™ (2).

démonstration:

(i) = (i) : Puisqu’une isométrie conserve les produits scalaires et les normesgkirde la baseé3
est donc une base orthonormée que I'on nBtePar construction,Pg_, g est la méme matrice
gue celle def dans la baseB, et son déterminant est donc positif (par définition des rotations), et
B’ est bien de méme sens ghile

(i) = (i) : DanscecasPp_.p € OT(2) (d'apres la proposition 2). Il suffit alors de remarquer qu'il
s’agit également de la matrice ¢edans la baseB.

(i) = (i): Il existe alorsa,b € R tels que la matrice d¢ dansB s’écrive M = (g—a”). Montrons
d’abord quef est une isométrie. Pour cela, on se donne un vediesrz? + y7, ol (z,y) € R2.
Alors f(u) = (ax — by)v+ (bx + ay)7, d'ol :

1f()I? = (az = by)* + (bz + ay)? = (a® +b°) (2 +y*) = 2® +y* = |[ul>.

f est donc bien une isométrie. De pldlet(M) = 1, donc f est une isométrie de déterminant
positif, c’est-a-dire une rotation. |

Proposition 3 : Lensemble des rotations est un sous-groupsommutatif de GL(E)).

démonstration: En se donnant une base orthonorméekdeon peut étudier cette question sur les
matrices de ces rotations, qui sont dafi$ (2). Le fait queO™(2) soit un groupe commutatif entraine
donc immédiatement que I'ensemble des rotations est un sous-gupeutatif de=L(E). [

Theoreme 2 : Soiti, ¥ € S. Il existe une unique rotation envoyanta sur ¥, notéepg z.

démonstration: Puisquei € S, il existe un vecteut € S tel que(, w) soit une base orthonormée.
On pose alorga, b) les coordonnées dédans cette base. Dans ce cas, une éventuelle rotation envoyant
i sur ¥ aura forcément une matrice qui s'écrit dans la bdse

a —b
M = .
%)
En effet, la premiére colonne est imposée par I'image du vedigeat la seconde colonne par le fait
queM € O™ (2). On en déduit alors I'unicité d'une telle rotation. Réciproquement, la matliiinie

ci-dessus est bien la matrice dans la badel’une rotation cara? + b* = |[v||?> = 1, et cette rotation
envoie bieni surv (M - (}) = (¢)), donc il y a bien existence de la rotation envoyarsur . |
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Proposition 4 : Pour tous4, ¥, w € S,

démonstration: Soientiz, 7, € S. Alors

P © pai(€) = pyw(V) = 0.
La composée de deux rotations est une rotation (proposition 3), et Uenigtation envoyani sur @
estp; 5 (théoreme précédent). |

41.3 Angles orientés de vecteurs

41.3.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 4 : On définit sur S une relation R par :

v (ﬁa Q_;)7 (fv g) € S2a (ﬁv ﬁ) R (f7 27) = Pa,z = Po,g

Remar que 1 : Cette définition n’agit que sur des vecteurs unitaires, mais cette notiore@sevit facile a étendre
lorsqu’on dispose de deux vecteurs non nuls et non unitaires'!

Proposition 5 : Pour tous (4, ©), (£, §) € S?,0ona

(4,7) R (Z,¥) © pays = Pzg-

Remar que 2 : C’estune propriété caractéristique de la relation définie ci-dessusir@inansi pu la définir ainsi.

démonstration Soient(i, ¥), (¥, %) € S2. Alors

par composition par une application linéaire bijective
car les rotations commutent

par la proposition 4.

Théoreme 3 : R est une relation d’équivalence.

démonstration La proposition précédente revient a montrer que « = » est une relatiéguivalence
sur 'ensemble des rotations, ce qui est le cas par unicité de ces desnier [ |

Définition 5 : Les classes d’équivalence su$? sont appelées leangles orientés de vecteurka classeg
—_— ~
associée au coupléi, ¥) € S? est notée(u, v) et I'ensemble des angles (classes d’équivalence)
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41.3.2 Somme des angles

Définition 6 : On définit la loi + sur A pour tous (@, %), (Z, §) € S? par :

g1

( 76) + (Zif,:lj) - (2516)’

ou Z' € S est choisi quelconque, ett = pg,s 0 pz,5(Z).

Théoréme 4 (relation de Chasles) : Pour tous, ¥, @ € S,

—

(@, v) + (v, W) = (u, ).

démonstration: D’aprés la définition précédente, en choisissanrt i, on a :

—_— —_— —_—
( - —

u, V) + (U, W) = (4, d),
oUa = py + pas(U) = pgg(U) = w. D'ou le résultat. [ |

Proposition 6 : (A, +) est un groupe commutatif.

démonstration: En utilisant la définition der, on se ramene au groupe commutatif des rotations :
o L'associativité det vient directement de celle de la composition des rotations.
o La commutativité de- vient de celle des rotations.

o Al'aide de la définition 4, il est évident que pour tais € S,

N e
(u,@) = (0, 7).

Soit alorse cet angle. Dans ce cas, pour todsy € S,

o T o S o thm4 ==

€+ (fv g) = (fv f) + (fv y) - ((l),y),

donce € A est bien I'élément neutre de.
o Enfin, pour tousi, v € S,

—_— —_— —_—
(@,0) + (0, 7) "2 (@, @) = e,
—

donc tout élémerttiz, 7)) de A posséde un symétrique, @)dansA.

Définition 7 : Dans le groupe(A, +), on appelle
¢ angle null'élément neutre e défini dans la démonstration ci-dessus, noté désormais

¢ angle platl’élément (@, —@) pour & € S, notéIl;
¢ angle droittout angle (i, ¥), avecu, v € S orthogonaux.

Proposition 7 :
(i) Langle plat ne dépend pas du choix dei ;
(i) II4+1II=0;
(i) 1l existe deux angles droits distincts.
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démonstration: Soientii, 7 € S.
(i) Il faut montrer que

(u,—1u) = (v, —v) & (4,—u) R(V,~V) & pz_a=ps-v P = P—it,—i-

Or, par linéarité dep 7,
pas(—1) = —pg (i) = —,
ce qui implique que; 3 = p_z —y, €t le résultat est demontreé.

(i) D'apres (i), on a que
= ST o\ thm4- S
M+ =(d,—@)+ (—a,—(—@) = (4,1)=0.

(iii) Soit 31 = (4, ) € S? une base formée de deux vecteurs orthogonau%.d@sons alorg?; =
(ﬁ v) ety = ( v)) (ce sont donc deux angles droits), de sorte que

—

Bi—Bo=P1+ (=fo) = —fo+ 1 = (—7,0) + (@,7) = (—7,8) = A £0

On en déduit qu'il existe au moins deux angles droits distincts (si c'étleenhémes, on aurait
eu une différence égale(d.

D’autre part, siB’ = (&, 1) € S? est une autre base formée de vecteurs orthogonaus déors
B’ est soit de méme sens glig, soit de méme sens qil = (u, —v). Par le théoréme 1, il existe
alors une rotation qui envoi®; sur B’ ou alors B, sur B’, d’'ou @ est égal soit &3y, soit a
B2. On a donc au plus deux angles droits distincts. |

Proposition 8 : Soit E le plan affine associé a??) et A, B, C trois points distincts de E. Alors

—_—

(AB, AC) + (CA,CB) + (BC, BA) =11

Remar que : Les angles ont été étendus ici & des vecteurs non nuls et non unitdirede Aémontrer ce résultat,
il faudra évidemment considérer le vecteur unitaire colinéaire et de mérse sen

démonstration: On pose

— — —
, A . BC S o
Uf=—=, UV=-—— etw = —_,
IAB] 1BC ICAll
de sorte que

= (@d)+ @ -0)) + (@0 + 7 -9)) + G-
= (u,W) + 1+ (@,7) + I + (¥, —1)
= (@ -)+0+0 = O+0 = I



