LECON N° 47 :

Courbes définies par des equations
paramétrigues dans le plan. Vecteur dérive
et tangente ; interprétation cineématique.

Pré-requis:
— FonctionsR — R : limites, continuité, dérivabilité,. .. :
— Norme d’un vecteur : notions élémentaires.

—

On se place dans le plan affine euclidien oriegténuni d’'un repere orthonormé dire@, i, ;).

47.1 Courbes planes définies par des équations paramétriques

Définition 1 : Etant données deux fonctionsf, g définies et continues sur un intervallel C 2; N Z,,
on appellecourbe paramétrée plankensembleI” des pointsM (t) déterminés pourt € I par

—_— — —
OM(t) = f(t)T+ g(¥)7.
Le systeme

x = f(t)
{yzg(t) tel

est appelésystéme d’équations paramétriques I'.

Interprétation cinématique :
Lorsque t désigne le temps, M (t) est la position du point mobile A a I'instant ¢, et I" la trajectoire

de M.

47.2 Etude locale d’'une courbe paramétrée

47.2.1 \Vecteur dérivé et tangente

Soitt, € I fixé arbitrairement. Supposons gfiet g soient de class& surI, de sorte que la formule de
Taylor a I'ordre2 appliquée & etg en posant

—
d"M

e (to) = f™(to)i + g™ (to)]




pourn = 1 et2 donne pour tout € I\ {to} :

dM ( )2 d2M
—_— t—1 -
M (to) M (t) = (t — to)— (to) + ==~ (to) + (t —to)* 1)  (E)
dt 2 dt ~—
—>6
t—1g
M(to)M(t) dM t—ty d*M
0 = R — )&
M(to)M(t) dM 1||d*M
0 —
— < |t — == s 0.
|| ) (2 () +||e<t>||> —0
_
A e M (to) M (t) s
Définition 2 : Soientty, € I etwv(t) := T On appellevecteur dérivéa la courbe I’ en
— to

M (to) le vecteur défini par

MU _ O (1) = 1/(10)7 + /007

lim v(t) = lim
t—to t—to t—to d

On le note¥(to) par commodité.

P —

dM - L i .
Remar que 1: LorsqueE (to) # 0, la droite sécantéM (to) M (t)) (définie parM (t) et le vecteur directeur
¥(t)) a pour limite quand — ¢, la droite définie paiV/(ty) et le vecteur directeus(ty). Ainsi, cela justifie les
définitions suivantes.

47.2.2 Point régulier

Définition 3 : SoientI" une courbe de class&™ sur I (i.e. f,g € ¢*(I)) etty € I.Le point M (to) €
I" est dit régulier si

—_
M ) £ 0
dt " ° '

Interprétation cinématique :

e . . , < . . - .

Le vecteur dM /dt (to) représente le vecteur vitesse instantanée a l'instant ¢,. Un point régulier

est donc un point a vitesse non nulle, et la tangente a la trajectoire d’'un point mobile en un point
_—

régulier est dirigée par le vecteur vitesse. De méme, le vecteur d>M /dt? (t,) représente le vecteur
accélération instantanée a l'instant ¢.

47.3 Etude au voisinage d’un point régulier) (t,)

Dans la suitel” désigne une courbe de clasgk (k > 2).

Courbes définies par des équations paramétriques dans le plan
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47.3.1 Point birégulier

_
: o, [dM d2M . :
Définition 4 : Un point M (to) € T est ditbirégulier si T (to), 7 (to) | estun systeme libre

—
. d*M o, . R . L
Posonsi(ty) = P (to). Si (¥(to), @(to)) est un systeme libre, alors on peut écrire
(1) = a(t)i(to) + A(t)i(ty), aveclim a(t) = lim () =0,
—1o —10
donc

(B) &  M(to)M(t) = (t —to) (1 + a(t))d(ty) + %(t — t0)*(1 4 28(t))a(to).

Dans le repérd M (to), ¥(to), @(to)), M(t) a pour coordonnéeX (t) = (t — to)(1 + a(t)), du signe de
t — to pourt proche de, (en effet,a(t) — 0 lorsquet — o), etY (t) = 3(t — to)?(1 + 23(t)) > 0 pourt
proche de,. D’ou I'allure de la courbd™ au voisinage d’'un point birégulie¥/ () :

—

24,
d(to) = 95E (to)

#(to) = 4L (to)

47.3.2 Point d’inflexion analytique

Définition 5 : Un point M (t,) € T est appelépoint d'inflexion analytique si #(t,) # 0 et
(F(to), @(to)) estun systéme lié.

n

dtn
_>

q le plus petit entier tel qué(to), v_q>(t0)) soit libre. Sig > 2, pour toutk € {2,...,q— 1}, v*(to) etv(ty)

colinéaires et donc

Pour toutr € N*, notonsﬁ(to) = (to) et, M(ty) étant un point d’'inflexion analytique, on note encore

_
(te) #0 = Yk, N €R|0"(to) = \et(to).
Comme précédemment, on montre que

M{to) M(1) = (¢ — to)il(to) (1 T D=L ) I ‘qf(”q W(to) - (1441 8(1)).

D’ou l'allure de la courbe selon la parité de

vi(to)

M (o)

M (to)

ﬁ(to)

q impair q pair
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Remar que 2 : Lorsqueq estimpair, la courbe "traverse" sa tangente, c’est une inflexion géqoetr

47.3.3 Point stationnaire

Définition 6 : Un point M (t,) € T est dit stationnairesi #(t,) = 0.

On associe au point/ (t,) deux entiery et q tels quep soit le plus petit entier vérifian?’)(to) +£(etgle

plus petit entier tel qu¢v? (t,), v’ (o)) soit libre dans le plan vectoriel. Comme d’habitude, on m®gtre
by ﬁ ﬁ AY

dans le reperéM (to), v” (to), v¢(to)), on aM (t) = (X (t),Y (¢)), ou

) t—ty)P : t—t9)?
signe(X(t)) = % et signe(Y(t)) = %
lorsquet est proche dé,. D’ou les quatre cas possibles :
| | p pair \ p impair

. (M| My

impair | | | |

q : : : M(to) : :
pair M (to)

1. Rebroussement de premiére esp%x:(e) =12, y(t) = i—i pourt € [—3; 3]} ;
2. Rebroussement de deuxieme espe@e = 2t — 5 + 3,y(t) = 2t + t* + 1 pourt € [-2,6 ; —0,45]] ;

3. Inflexion [:c(t) = t5,g§ pourt € [—0,72; 1,2]} ;
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4. Méplat [x(t) =3, y(t) = % pourt € [-1,17; 1,17]] .

Interprétation cinématique des cas 1 et 2 :
« Pour rebrousser chemin, il faut d’abord s’arréter. » Nécessairement, M () est un point station-
naire.

Remar que 3 : Les équations des courbes ci-dessus ont été explicitées afin de poéniigr qu’il s’agit bien a
chaque fois d’un point stationnaire : il suffit de calculéft) ety/(¢) et vérifier si elles s’annulent bien en zéro.

47.4 Etude des branches infinies

Soit] = [a, b].

Définition 7 : On dit que I (défini sur I) présente unebranche infinielorsquet — b si

lim OM () = o,

O étant un point arbitrairement fixé dans £2.

Remar que 4 : Cette définition ne dépend pas du choix du pa@mtEn effet, siO’ désigne un autre point de?,
alors l'inégalité triangulaire nous assure que

O'M(t)— 00" <OM(@)<O'M(t)+00 = <lim OM(t) = +o0 & 1111% O'M(t) = +oo> .

t—b

Soient\,p € R etm € R*. LorsqueO—]\f(t) = f(t)7+ g(t)J, on a plusieurs cas a distinguer :

o f(t) — xooetg(t) — A :

[’ admety = X\ pour asymptote horizontale ;
o g(t) — fooetf(t) — A :

[' admetr = X pour asymptote verticale ;

o g(t)/f(t) — +oo (resp.0) :
[ admet une branche parabolique parallelemd@ (resp.(Ox));

o g()/f(t) - m :

I’ admety = max pour direction asymptotique ;
o g(t)/f(t) — met, deplus,g(t) — mf(t) — p :
[' admety = max + p pour asymptote oblique ;

¢ Autres cas:
On ne peut rien dire. ..

47.5 Exemple : épicycloide a trois rebroussements

On considere le cercle fixg; de centrg0, 3), ainsi que le cercle mobile;,, de rayonl roulant surg; sans
glisser. On repére un point sur%,, et on étudie sa trajectoire en fonction du temps R. Le reste des
notations, notamment d’angles, se trouve sur la figure ssoles :
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Notons
u; = cos(t)7+ sin(t)7. M(t)
— Cm, ~—~
DoncOM (t) = 00 + O'M(t) = 4u; + u,. Or les //O’ \l\ ©
deux arcsV/ (0)I et I M (t) ont la méme longueur car \ N //'
% roule sans glisser s, donc3t = « (angles en y I\ -7
radians!!). D’'ou
—
()0 g (i;O/M(t)) /’—\\Cgm
T t / N
(7,00") + (00", 0'0) + (0'0,0' M(t)) —t— \
= t+7T+a=4t+m. ' \NM(0),/
D’ou
OM(t) = AT + tiars

= (4cost — cos4dt)V+ (4sint — sin4t)7.
—_——— —_———
f@) 9()

Remar ques 5:

e e . . Ve
o OM(t+ 2m) = OM(t) = réduction de l'intervalle d’étude @, 2.
o f(2r—t) = f(t)etg(2m—t) = —g(t) = I est symétrique par rappor{&zx) = réduction de l'intervalle d’étude

alo, .

Le calcul def’ etg’ donne alors les tableaux de variations suivants :

¢ o T 3T 2 ¢ o 2T 2T 4
— — — T — — — T
5 5 3 5 3 5

ffey;] + 0 — 0 + 0 - J&)l + 0 — 0 + 0 -

Ona

(mod 27),

ce qui nous donne trois points stationnaires (polnsis
sur le graphique) qui sont des rebroussements de premiére
espéce étant donnée l'interprétation physique.




