LECON N° 51 :

Exemples de représentation paramétrique
des coniques; constructions de la
tangente et de la normale en un point a une
parable, une ellipse, une hyperbole.

Pré-requis:

— Coniques : définitions monofocale et par équation réduita¢gaisation bifocale des coniques a centre ;
— Lecon n° 47 : courbes paramétrées planes (représentatioanpétrique, vecteur dérivé, équation de la

tangente').

On se place dans un plan affine euclidien oridnténuni d'un repére orthonorm@, 2, 7). SoitI" une co-

nique quelconque.

51.1 Paramétrisation del’, tangente en un point
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Corollaire : T admet en tout point
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T, a pour équation

démonstration (théoreme 1)

P M(x,y) € P < y? = 2px. On pose simplemept=¢,t € R.

LuSir={M(t) |z = f(t),y = g(t),t € R} estla courbe en question, alors I'équation de la tangehtioesée par

x — f(t)
y—g(t)

f(@)
g'(t)




2 Représentation paramétrique des coniques

& . Par définition des fonctions cosinus et sinus, on a que pourttauR, cos?t + sin?t = 1. Ainsi,
pour tout(u, v) € R? vérifiantu? + v? = 1, on peut faire correspondre, modua, un réelt tel
queu = cost etv = sin t. Par suite, pour toulM/ (z,y) € P, on a

2 2
2—2+Z—2:1<:>E|t6[0,27r[]§:cost et %:sint.
S . La fonctiont — tant est une bijection dé — 7/2,7/2[— R. De plus, la fonctiort —

1/ cost (paire) est une bijection dg&[0,7/2] — [1,+oo[. Pour toutt € | — w/2,7/2[, on a
1/cos?t —tan?t = 1. D’oul le résultat :

2 2

T Y T [, 1 Y
VM (z,y) € H,— — 5 =1=3t }——,7[ S =z et ~ = tant.
(@) € a? b < 272 | a cost b an

Pour chacune des trois coniques, la réciproque est évidente : il enféiffet d’effectuer le calcul. B

démonstration (Corollaire} Dans les trois cas, I'existence de la tangente est assurée par la dériva-
—
bilité det — OM (t) et

dOM
7(75) #0 (V)
(utiIiserIe_s)équations paramétriques pour s’en convaincre). La tategest dirigée par ce vecteur "vi-
dOM
tesse" Odt (t). [

51.2 Construction de la tangente (normale) en un point

51.2.1 D’aprés la définition monofocal€ F', D, e)

Théoréme 2 : On suppose donnés un foyeF', une directrice D et une excentricitée deI'. SiM €
I'\ 2, latangente al" en M coupe D enT tel que le triangle M F'T soit rectangle enF'.

Faisons deux figures pour illustrer ce théoreme :

démonstration: Traitons analytiquement le cas de I'ellipse. Pour des raisons de symétripeut

-y 2z 2 . 7
considérer queF(c,0) et D : © = % avecc = va? —b% En un pointsM(t) dce coordonnées
(acost,bsint) (oUsint # 0 car M ¢ 2), la tangente a pour équation

T —acost —asint

y—bsint  beost =bxcost+ aysint —ab = 0.
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. [a? b— %cost . .
T € 2 a donc pour coordonnéels —, 6715 , d’oul les composantes des vectels et M F,
C Sin

et il suffit encore de vérifier quB[F - TE = 0. (variante: d’otl les distances/T, MF et F'T, et I'on
vérifie queT' F? + FM? = T M? et le théoréme de Pythagore assure le résultat.) [

Remar que 1 : Lavariante permet de ne pas avoir a placer le produit scalaire enquis:re

Corollaire : Soit T € 2. La perpendiculaire & A & (F'T') passant parF' coupeI en M et la tagente
al en M passe parT.

démonstration SoitM un point d’intersection déF'T") avecl . Par le théoreme précédent, le tangente
Ty &T enM coupeD enT’ tel que(FM) L (FT'). Or par hypothesehig((FM) = A) L (FT),
donc comm&’, 7" € D, T = T’ et la tangent&; passe pafl. |

Le théoréme donne une construction de la tangente en un/doil@!” : la perpendiculaire &' M) passant
par F' coupeD enT : Ty, = (MT) (voir illustration ci-dessus).

51.2.2 D’apres la génération bifocale : ellipse et hyperbole X/ F' + M F'| = 2a)

Théoréme 3:

() La tangente (resp. normale) au pointM d’une ellipse est la bissectrice extérieure (resp. inté

rieure) de I'angle F M F".

(i) La tangente (resp. normale) au point M d’une hyperbole est la bissectrice intérieure (resp.

extérieure) de 'angle FM F".

démonstration: Notonsi (t) = M (t)F etn7(t) = M(t)F'".

N
(i) Lapplication h : t — || mi(t)|| + ||m/(t)|| (= MF + MF') est constante sup, 2] d’aprés
la définition bifocale de I'ellipse. Le théoréme 1 assure que les applications: ||7i(t)| et
—
t — ||m’(t)|| sont de class&™ sur l'intervalle [0, 27]. On peut donc calculeli’ (= 0) :

d T ARRTA()
mt)||=/m@) - mit) = —||7 ()] = L——"2,
[ (t)]] (t) - mi(t) = v @l ol
., 4 d OM
et w(t)=OF — OM(t) = ZU() = ——— (1),
Le méme calcul aveo (¢) donne I'équivalence
e — —
dOM MF MF’

n e Ty (HWH ! uzﬁu) -0

La tangente e/ étant dirigée par % (t)etMF/MF+ MF'/MF' étant un vecteur directeur

de la bissectrice intérsieure deM F”, on en déduit dé29M (1)) | (ME L MF'\ o6 |3 tangente
dt MF ) A g

est la bissectrice extérieure et la normale est la bissectrice intérieure.




4 Représentation paramétrique des coniques

(i) Un raisonnement analogue donne

— —_— —_—
dOM MF MF'
o =0

et 'on conclut de la méme manieére. [ |

51.2.3 Cas de la paraboléF, D)

Théoréme 4 : La tangente (resp. normale) au poinfM d’une parabole est la bissectrice intérieure

(resp. extérieure) de 'angleF" H M, ou H désigne le projeté orthogonal deM sur D. Si M est le
sommet de la parabole, alors la tangente est paralléle B.

démonstration M F = M H par définition géométrique. Notorsla bissectrice intérieure dE/HTL
de sorte quel’FF = T'H, ouT est l'intersection entre\ et D (T existe siM n’est pas le sommet de
la parabole), etl’ M est un c6té commun aux triangl@s' M et T H M, qui sont donc isométriques.
Commel HM est droit,TF M l'est aussi, et d’apres le théoremeR,= (T'M) = T}, est la tangente
issue delM. Supposons alors que est le sommet de la parabole. Dans ce ¢as,0, et

dOM
 URF;

donc la tangente est paralléle/a. [ |

51.3 Constructions particulieres des tangentes

51.3.1 Ellipse

L'affinité conserve les contacts et les points de I'axe sovdriants.

Construction Si M € &, on trace la tangente@(O, a) au point)M/’ de méme abscisse qié : perpendi-
culaire &(OM) passant pai!’. Elle coupeZ enm, et alors la tangente recherchée n’est autre que la droite
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51.3.2 Hyperbole

Théoréme 5 : SoitM € 7. La tangente =.7# en M coupe les deux asymptotes en deux poinls et
V symétriques par rapport a M.

démonstration: Calculer les coordonnées déM et MU en utilisant les équations cartésiennes des
— P
deux asymptotes et dg,. On trouve alors/ M = MU. |

Construction Soit M € 7. La paralléle a une asymptote passantidacoupe I'autre erd. On définit alors
— — — —

U tel quelU = OI. Dans ce cas, le théoreme de Thales nous affirmé/que= MU, et par conséquent,

Ty = (UM).

51.3.3 Parabole

PuisqueM F' = M H (H est le projeté orthogonal d& € & sur D), le triangleM F'H est isocele e,
donc la bissectrice intérieure dé F'H est aussi la médiatrice d&'H|. La construction de la tangente s’en
déduit directement. Une figure illustrant ce cas se trouvessagraphe 4.

Ty

Exercice: SoitI" une parabole de foydr et d’axe focal?. Soit K I'intersection deZ et de la directriceD
del. Le cercle de centré' passant par un poit/ del’ coupeZ en deux points7’ € [F'K) et N. Montrer
que(T'M) est latangente B en M et que(/N M) en est la normale.



