
LEÇON N˚ 58 :

Limite finie d’une fonction à valeurs réelles
en un point a de R. Opérations algébriques

sur les limites. Continuité d’une fonction
en un point. Exemples.

Pré-requis :
– Limites d’une suite réelle ;
– Fonctions à valeurs réelles : opérations algébriques, restriction à une partie de son ensemble de défini-

tion.

On noteK = R ou C. Soientf : R → K une fonction etDf son ensemble de définition. SiD ⊂ Df , on
noteD = {x ∈ R | ∀ ε > 0, ]x−ε, x+ε[ ∩ D 6= ∅} le plus petit fermé deR contenantD (i.e. l’adhérence
deD). On se donne dans toute cette leçon un sous-ensembleD deDf et un réela ∈ D.

Remarque 1 : En particulier, siD est borné, les bornes supérieure et inférieure deD appartiennent àD (théorème
de la borne supérieure - inférieure).

58.1 Limite finie en un point deR

Définition 1 : On dit que f admet pour limiteℓ ∈ K ena si

∀ ε > 0, ∃ η > 0 | ∀ x ∈ D, |x − a| < η ⇒ |f(x) − ℓ| 6 ε.

ℓ
f(a + η)

f(a − η)

ℓ + ε

ℓ − ε

a

f

a + ηa − η

Théorème 1 : Sif admet une limite ena, alors elle est unique.

démonstration: Supposons quef admette deux limitesℓ1 6= ℓ2 au pointa. Soitε > 0. Alors

∃ η > 0 | ∀x ∈ D, |x − a| < η ⇒ |f(x) − ℓ1| < ε,

∃ η′ > 0 | ∀x ∈ D, |x − a| < η′ ⇒ |f(x) − ℓ2| < ε,

donc il existeη′′ = inf(η, η′) > 0 tel que pour toutx ∈ D, on a

|x − a| < η′′ ⇒ |ℓ2 − ℓ1| = |ℓ2 − f(x) + f(x) − ℓ1|

6 |ℓ2 − f(x)| + |f(x) − ℓ1| < 2ε.
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Prenons alorsε = 1
3 |ℓ2 − ℓ1|, de sorte queε > 0. L’inégalité précédente devient alors

|ℓ2 − ℓ1| <
2

3
|ℓ2 − ℓ1|,

ce qui est absurde, doncℓ1 = ℓ2. �

Grâce à l’unicité de la limite, on peut introduire la notation suivante :

Notation : Sous réserve d’existence, l’unique limiteℓ ∈ K de la fonctionf au pointa sera désormais notée
lim
x→a

f(x) = ℓ ouf(x) −−→
x→a

ℓ.

Remarque 2 : Si a ∈ Df et si f tend versℓ au pointa, alors ℓ = f(a). En effet, soitε > 0. Alors a ∈

]a − ε, a + ε[ ∩Df ⇒ ∀ ε′ > 0, |f(a) − ℓ| < ε ⇒ f(a) = ℓ.

Proposition 1 : SoientB ⊂ D et b ∈ B. Si f admet une limite enb, alors sa restriction àB, notée
f |B, admet la même limite enb.

démonstration: Triviale, en utilisant la définition et le fait quex ∈ D pour toutx ∈ B. �

Remarques 3 :

1. AvecB = V ∩ D, oùV désigne un voisinage deb (donc contenantb), on a quef admet une limite finie enb
est équivalent àf |V ∩D admet une limite enb : cette proposition est donc un résultat local.

2. La réciproque est fausse. Par exemple, la fonctionf : R → R définie parf(x) = 1 si x ∈ Q et f(x) = 0 si
x ∈ R\Q n’admet aucune limite en aucun point deR. Cependant, sa restriction àQ (resp.R\Q) est la fonction
constante égale à1 (resp.0).

Proposition 2 : Si f admet une limite finie ena, alors il existe un voisinageV de a tel que f soit
bornée surV ∩ D.

démonstration: Soit M ∈ R+. Montrons que|f(x)| 6 M pour toutx ∈ V ∩ D, où V désigne
un voisinage dea, c’est-à-dire un intervalle ouvert contenanta. f admet par hypothèse une limite finie
notéeℓ ena, donc par définition,

∀ ε > 0,∃ η > 0 | ∀x ∈ D, |x − a| < η ⇒ |f(x) − ℓ| < ε.

Prenonsε = 1. Il existe alors un tel voisinageV contenanta tel quex ∈ V ∩D ⇒ |f(x)− ℓ| < ε = 1,
d’où f(x) < 1 + |ℓ|. Le nombreM = 1 + |ℓ| ∈ R+ vérifie la propriété. �
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58.2 Limites à gauche et à droite ena

Définition 2 : Si l’on ajoute à ∀ x ∈ D l’hypothèsex < a (resp.x > a) dans la définition de la limite
de f en a (définition 1), alors on parle delimite à gauche(resp. limite à droite) def en a, et on note
(sous réserve d’existence)

lim
x → a

x < a

f(x) = ℓ et lim
x → a

x > a

f(x) = ℓ.

Exemple: Soitf la fonction définie par

f : R −→ R

x 7−→

{
1 si x 6= 0
0 si x = 0.

Alors f n’admet pas de limite en0, mais

lim
x → 0
x < 0

f(x) = lim
x → 0
x > 0

f(x) = 1.

Théorème 2 :f admet une limite ena si et seulement sif admet la même limite à gauche et à droite en
a. Pour que cela soit possible, on suppose de plus que pour toutε > 0, on a]a−ε, a+ε[ \{a} ⊂ D
et a 6∈ D.

démonstration: Le sens direct est immédiat. Montrons alors le sens indirect : on a

lim
x → a

x < a

f(x) = ℓ ⇒ (∀ ε > 0,∃ η > 0 | ∀x ∈ D, x < a et |x − a| < η ⇒ |f(x) − ℓ| < ε) ,

lim
x → a

x > a

f(x) = ℓ ⇒
(
∀ ε > 0,∃ η′ > 0 | ∀x ∈ D, x > a et |x − a| < η′ ⇒ |f(x) − ℓ| < ε

)
.

Par conséquent,

∀ ε > 0,∃ η′′ = min(η, η′) | ∀x ∈ D, x 6= a et |x − a| < η′′ ⇒ |f(x) − ℓ| < ε,

et donclim
x→a

f(x) = ℓ (car a 6∈ D). �

58.3 Opérations algébriques

Soientf, g deux fonctions telles que l’ensembleA défini parDf ∩ Dg soit non vide, et admettant respecti-
vementℓ1 et ℓ2 pour limites en un pointa ∈ A.
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Théorème 3 :

(i) Les fonctionsf +g, λf (λ ∈ R) et fg sont définies surA et admettent pour limites respectives
ℓ1 + ℓ2, λℓ1 et ℓ1ℓ2 ena ;

(ii) Si ℓ2 6= 0, alors il existe un voisinageV de a tel que f/g soit définie surV ∩ A et admette
ℓ1/ℓ2 pour limite en a.

démonstration:
(i) Rappelons que (proposition 2) il existeM ∈ R+ tel que pour toutx ∈ V ∩ Df (V voisinage de

a), |f(x)| < M . Soit un telM . Par définition,

∀ ε > 0,∃ η > 0 | ∀x ∈ A, |x − a| < η ⇒ |f(x) − ℓ1| <
ε

k
,

∀ ε > 0,∃ η′ > 0 | ∀x ∈ A, |x − a| < η′ ⇒ |g(x) − ℓ2| <
ε

k′
,

où les nombresk etk′ vont être définis pour chacun des cas suivants.

fg : En choisissantk = 2|ℓ2| et k′ = 2M , on a l’existence d’un réelη′′ = min(η, η′) > 0 tel
que pour toutx ∈ A, l’inégalité |x − a| < η′′ implique

|f(x)g(x) − ℓ1ℓ2| = |f(x)g(x) − f(x)ℓ2 + f(x)ℓ2 − ℓ1ℓ2|

6 |f(x)||g(x) − ℓ2| + |ℓ2||f(x) − ℓ1|

< M
ε

2M
+ |ℓ2|

ε

2|ℓ2|
= ε.

f + g : En choisissantk = k′ = 2, on prouve l’existence d’un réelη′′ = min(η, η′) > 0 tel que
pour toutx ∈ A, l’inégalité |x − a| < η′′ implique

|f(x) + g(x) − ℓ1 − ℓ2| = |f(x) − ℓ1 + g(x) − ℓ2|

6 |f(x) − ℓ1| + |g(x) − ℓ2|

< ε/2 + ε/2 = ε.

λf : Enfin, en choisissantk = |λ|, on conclut en montrant que pour toutx ∈ A, l’inégalité
|x − a| < η implique

|λf(x) − λℓ1| = |λ||f(x) − ℓ1| < |λ|
ε

|λ|
= ε.

(ii) ℓ2 6= 0 implique qu’il existeη > 0 tel que∀x ∈ A, |x − a| < η ⇒ |g(x) − ℓ2| < |ℓ2|/2 (choix
particulier deε > 0). Il vient que surA∩ ]a− η, a + η[, on a|g(x)| > |ℓ2|/2 et1/g est définie sur
ce voisinage dea. Sur ce voisinage, on a

∣
∣
∣
∣

1

g(x)
−

1

ℓ2

∣
∣
∣
∣
=

|g(x) − ℓ2|

|g(x) ℓ2|
6 2

|g(x) − ℓ2|

ℓ2
2

.

Or g admet une limite finieℓ2 ena, donc en appliquant la définition, on trouve que

∀ ε > 0,∃ η′ > 0 | ∀x ∈ A, |x − a| < η ⇒ |g(x) − ℓ2| < ε
ℓ2
2

2
.

On conclut alors que pour toutx ∈ A,

|x − a| < η′′ = min(η, η′) ⇒

∣
∣
∣
∣

1

g(x)
−

1

ℓ2

∣
∣
∣
∣
< ε.

Ceci achève notre démonstration. �
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Proposition 3 : Si l’on suppose de plus quef(x) 6 g(x), alors ℓ1 6 ℓ2.

démonstration: D’après ce qui précède, on peut écrire que

lim
x→a

(
g(x) − f(x)

)
= ℓ2 − ℓ1.

Supposons alors queℓ2 − ℓ1 < 0. Il existe alors un intervalleI ouvert contenanta tel que pour tout
x ∈ I ∩ A, on ag(x) − f(x) < 0. On aboutit ainsi à une contradiction, prouvant queℓ2 − ℓ1 > 0. �

Remarque 4 : La réciproque est fausse. En effet, les fonctionsf(x) = 0 et g(x) = x sin 1
x

vérifient toutes les
deux lim

x→0
= 0 6 lim

x→0
g(x) = 0 sans quef 6 g au voisinage de0 !

Théorème 4 (d’encadrement) : Soith une fonction telle queA ∩ Dh 6= ∅ et admettant ℓ3 pour limite en
a ∈ A ∩ Dh. Si pour tout x ∈ A ∩ Dh, on af(x) 6 h(x) 6 g(x), alors

(ℓ1 = ℓ2 = ℓ) ⇒ ℓ3 = ℓ.

démonstration: Soitε > 0. Il existe deux voisinages ouvertsV1 etV2 contenanta tels que

∀x ∈ V1 ∩ (A ∩ Dh), ℓ − ε 6 f(x) 6 ℓ + ε

et ∀x ∈ V2 ∩ (A ∩ Dh), ℓ − ε 6 g(x) 6 ℓ + ε.

Sur V1 ∩ V2 ∩ (A ∩ Dh), on a doncℓ − ε 6 f(x) 6 h(x) 6 g(x) 6 ℓ + ε, ce qui se traduit par
lim
x→a

h(x) = ℓ. �

Exemple: Par développement limité, on a au voisinage de 0 :

1 −
x3

3!
︸ ︷︷ ︸

−−−−−→
x → 0
x > 0

1

<
sin x

x
< 1

︸︷︷︸

−−−−−→
x → 0
x > 0

1

, d’où lim
x → 0
x > 0

sinx

x
= 1.

Théorème 5 (de composition) : SoientD1 et D2 deux parties deR, f : D1 → D2, g : D2 → R et a ∈ D1.

(i) Si lim
x→a

f(x) = b, alors b ∈ D2,

(ii) Si lim
x→a

f(x) = b et lim
x→b

g(x) = ℓ, alors lim
x→a

(g ◦ f)(x) = ℓ.

démonstration:

(i) Soit V2 un voisinage deb. Commelim
x→a

f(x) = b, il existe un voisinageV1 dea tel quef(V1 ∩

D1) ⊂ V2. Or V1 ∩ D1 6= ∅ (car il contienta), doncf(V1 ∩ D1) 6= ∅ et puisquef(V1 ∩ D1) ⊂
V2 ∩ D2, V2 ∩ D2 6= ∅. D’où b ∈ D2.

(ii) Soit W un voisinage deℓ. Il existe un voisinageV deb tel queg(V ∩D2) ⊂ W puis un voisinage
U dea tel quef(U ∩D1) ⊂ V . D’où f(U ∩D1) ⊂ V ∩D2, d’où finalementg

(
f(U ∩D1)

)
⊂

g(V ∩ D2) ⊂ W , et il vient que(g ◦ f)(x) −−−→
x→a

ℓ. �
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Exercice: Calculerlim
x→0

sin(3x)

2x
.

Solution : Posons f(x) = 3x et g(x) =
3

2

sin x

x
, de sorte que

lim
x→0

f(x) = 0 et lim
x→0

g(x) =
3

2
(cf. exemple précédent).

Puisque (g ◦ f)(x) =
3

2

sin(3x)

3x
=

sin(3x)

2x
, on a

lim
x→0

(g ◦ f)(x) = lim
x→0

sin(3x)

2x
=

3

2
.

Nous avons évidemment utilisé le théorème de composition donné ci-
dessus. ♦

Cet exemple est bien choisi car il est difficile de bien
voir sur la calculatrice que cette fonction n’est pas
définie en 0 :

Théorème 6 (caractérisation séquentielle) : Une fonctionf tend versℓ au point a si et seulement si
pour toute suite réelle(un) de points deD qui converge versa, f(un) converge versℓ.

démonstration:
" ⇒" : Pour tout voisinage ouvertV2 deℓ il existe un voisinage ouvertV1 dea tel quef(V1∩D) ⊂ V2.

Or il existe un entier naturelN tel queun ∈ V ∩ D pour toutn > N . Doncf(un) ∈ V, c’est-à-
dire f(un) −−−→

n→∞
ℓ.

" ⇐" : Montrons ce résultat par contraposée : supposons quef n’admette pasℓ pour limite. Alors

∃ ε > 0 | ∀n ∈ N,∃ x ∈

]

a −
1

n
, a +

1

n

[

∩ D et |f(x) − ℓ| > ε.

On note alorsxn l’élémentx associé à chaque entiern, de sorte que l’ont ait construit une suite
tendant versa, sans pour autant quef(xn) −−−→

n→∞
ℓ. �

Exercice: Montrer quef(x) = sin 1
x

n’admet pas de limite en 0.

Solution : Pour cela, considérons la suite (un) de terme général

un =
1

π
2

+ nπ
−−−−→
n→∞

0.

Alors sin 1
un

= (−1)n n’admet pas de limite en 0, donc f(x) non plus par le théorème précédent. ♦

58.4 Continuité en un point

À partir d’ici, on considérera un réela ∈ D.

Définition 3 :
• On dit que f est continue ena si f admet une limite finie en ce point (nécessairement égale àf(a)).

Symboliquement,

∀ ε > 0, ∃ η > 0 | ∀ x ∈ D, |x − a| < η ⇒ |f(x) − f(a)| < ε.

• On dit que f est continue surD′ ⊂ D si f est continue en chaque point deD′.
• Si f n’est pas continue ena, on dit qu’elle estdiscontinue ena.
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Théorème 7 :

(i) Si f et g sont deux fonctions continues en un pointA de l’ensembleDf ∩ Dg supposé non
vide, alorsf + g, kf (k ∈ R) et fg sont continues ena. De plus, sig(a) 6= 0, alors il existe
un voisinageV de a tel que f/g soit définie surV ∩ (Df ∩ Dg) et la restriction de f/g à
V ∩ (Df ∩ Dg) soit continue ena.

(ii) Soient D1, D2 ⊂ R, f : D1 → R et g : D2 → R. On suppose quef(a) ∈ D2. Si f est
continue ena et g enb = f(a), alors g ◦ f l’est ena.

(iii) Une fonction f définie sur D est continue ena si et seulement si pour toute suite(un) de D
convergeant versa, f(un) converge versf(a).

démonstration: Grâce à la définition 3, on peut directement affirmer que ces trois résultats sont
respectivement la conséquence directe des théorèmes 3, 5 et 6. �

Théorème 8 : Soita 6∈ D. Si f : Df → R admet une limite finie ℓ en a, alors il existe une unique
fonction ϕ définie surDf ∩ {a} qui coïncide avecf sur Df , et continue ena. La valeur deϕ ena est
ℓ.

démonstration: Soitε > 0. Il existe alorsη > 0 tel que pour toutx ∈ D\{a}, on a|x − a| < η ⇒

|f(x) − ℓ| < ε. Donc|ϕ(x) − ℓ| < ε, et donc par définition,ϕ est continue ena etϕ(a) = ℓ. L’unicité
provient de celle de la limite def ena. �

Exemples:
• D = R∗, f(x) = sin x/x. On choisita = 0 et ℓ = 1 (d’après un exemple précédent). On pose alors

ϕ(x) =

{
sin x

x
si x 6= 0

1 si x = 0.

• g :]0, 1] → R : x 7→ sin 1
x

est continue et bornée sur cet intervalle, mais n’admet pas de limite en 0, donc
il n’existe pas de fonctionϕ comme dans le théorème.

Définition 4 : La fonction ϕ définie par le théorème précédent est appeléeprolongement (par conti-
nuité) def ena.

Définition 5 : Une fonction f : [a, b] → R est ditecontinue par morceauxsi elle admet sur[a, b] un
nombre fini de points de discontinuité et qu’elle y admet des limites finies à gauche et à droite.


