LECON N° 60 :

Image d’un intervalle par une fonction
continue, cas d'un segment. Cas d’'une
fonction continue strictement monotone.

Pré-requis:

— I estunintervalle siVa,b e I | a < b,a,b] C I;

— Toute partie non vide et majorée fkeadmet une borne supérieure ;
— Théoréme des gendrames;

— Deéfinition de la bijection (au sens injecti@isurjection).

Soit 7 un intervalle deR non réduit a un point, ef une fonction a valeurs réelles définie gur

60.1 Image d'un intervalle par une fonction continue

60.1.1 Théoreme des valeurs intermédiaires

Théoréme 1 (T.V.l.) : Soienta, b € I tels quea < b, et X un réel compris entre f(a) et f(b). Alors
il existec € [a, b] tel que f(c) = A.

démonstratiornt Avant de commencer, nous allons énoncer et démontrer deux leguisesont utiles :

Lemme 1 (propriété de la borne supérieure) : SAE une partie non vide et majorée dR. Soitc sa
borne supérieure. Alors il existe une suiter,,) d’éléments deX qui converge verg.

démonstration Commer est la borne supérieure dg, il est le plus petit des majorants dé:
Ve>0, JrzeX|c—e<z<e

En particulier,
1
YVneN, Jz,eX|c——<z,<c
n

On en déduit (théoréme des gendarmes) que la éujfgconverge vers. m]

Lemme 2 : SoientX une partie non vide d&, (x,,) une suite d’éléments d&X qui converge vers un
réel¢ € X, et f une fonction continue en¢ et a valeurs danR. Alors la suite(f(:cn)) converge
versf(£).
démonstration: Soite > 0. Puisquef est continue e#, on a que
IAn>0| |z <n=|f(z)—f) <e.
Cependant, la suitér,,) converge verg, ce qui veut dire que pour ce réelki-dessus,

INeN| n=N=|z,— ¥ <n.
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Par transitivité des implications, on trouve alors que> N = |f(z,) — f(¢)| < €, ce qui prouve
que(f(z,)) converge bien verg(¢). ]

Nous allons donc pouvoir commencer la démonstration du T.V.I. Déji(si = f(b), alors on a
nécessairement = f(a) = f(b), etil suffit de choisir par exemple= a pour conclure. On peut donc
supposer dans la suite qy&a) < f(b) (quitte a choisirg = — f si jamaisf(a) > f(b)). Notons

X ={ze [a,b] f(z) <AL
Cet ensemblé& estnon vide: en effet, d’aprés notre petite hypothegéqg) < A, donca € X.

Cet ensembl& estmajoré paw : c’est clair, puisqueX est inclus danga, b).
Cet ensembl& admet donc une borne supérieure [a, b)].

Montrons quef(c) < A : Commec = sup X, il existe une suite,, d’éléments deX’ qui converge vers
c. Mais puisque les;,, sont dansX, ils vérifient I'inégalitéf(z,,) < A. Et enfin, puisqug est continue
enc, le passage a la limite dans cette inégalité donne le résultat rechertfgd < A.

Montrons que f(c) > A : Notons déja que st = b, alors f(c) = f(b) > A, et la démonstration
s'achéve. Supposons alors que b. Puisquec = sup X, on a

YV elebl,x ¢ X (Cest-a-diref(x) > N).

Soit alors(y,,) une suite d’éléments de, b] qui converge vers (existe d’aprés le lemme 1 qu’on
peut trés facilement adapter a la borne inférieure). On a déitw,) > A. Comme précédemment, la
continuité def au pointc nous permet de passer cette inégalité a la limite afin d’obtgqiy > .

Conclusion :On arrive donc af (¢c) = A, ce qui achéve cette démonstration. |

Corollaire 1: Si f : I — R est une fonction continue, alorsf (I) est un intervalle.

démonstration: Soienty; ety, dansf(I) tels quey; < y». Il s'agit de montrer que tout élément
de[y, y2] est élément dg(I) (par définition d’un intervalle). Commg, y2 € f(I), il existea etb tels
que f(a) = y; et f(b) = yo. Puisquel est un intervalle, on &, b] C I. Il S’en suit quef continue sur
[a, b] (en effet|a, b] C I et f est continue par hypothése sOrimplique que

V)\G[yl,yﬂ, HCE[a,be(C):)\,

en utilisant le T.V.I. On en déduit directement que f(I), d’ou le résultat. [

Remar ques 1:

1. L'hypothése «f est une fonction continue » est suffisante, mais pas nécessaire :

3+ —

} pas d'antécédent!

2 + 2
1t 1
0 —_—— 0

o 1 2 3 4 5 6 T 0 1 2

Condition suffisante. .. ...mais pas nécessaire !
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Dans le premier cas, la fonctighdéfinie sur{0, 7] n’est pas continue, et on voit clairement gi(¢) n’est pas
un intervalle.

Dans le second cas, la fonctigrest définie par :
g : [07 2] - [072]
2—x siz<l1
r .
r—1 sil<zx

Cette fonction n’est pas continue mgig0, 2]) = [0, 2] est bien un intervalle.

2. Ce théoréme ne fonctionne pas non plusrsiest pas un intervalle. En effet, la fonctigrdéfinie surf—1, 0] U
[1,2] par f(x) = x est bien continue, maif(I) = [—1,0] U [1,2] n'est pas un intervalle.

3. SiI estun intervalle d’'un ensemble autre qiide théoréme ne fonctionnera pas jf<est le fonction définie
surl = [0,2] NQ par f(x) = 2 — 22, alorsf est bien continue suf, mais f(I) n’est pas un intervalle car
(qui vérifie bienf(0) < 0 < f(2)) n"admet pas d’antécédent par cette fonction.

4. Le T.V.l. donne un antécédent demais il n’est pas fornément unique. En effetf @st la fonction définie sur
[—2,2] par f(x) = 2 — 22, alors on sait qué a deux antécédents-1 et 1.

Voici les graphigues correspondant aux exemple des points 2, 3 et 4 :

2 1 2+
1+ / 1+

-1 1 2 1 2 2
-1 4 14
921 : 9 1
I doit étre un intervalle! 0 n’a pas d’antécédent Deux antécédents
Exercices:

1. Montrer que sff : [a,b] — [a, b] aveca < b est une fonction continue, alors elle admet au moins un
point fixe.

2. Montrer que tout polyndme a coefficients réels et de degpair admet au moins une racine.

Solution :

1. Définissons sur [a,b] la fonction g par g(x) = f(z) — =, de sorte que g(a) = f(a) —a > 0 (car f(a) € [a,b]) et
g(b) = f(b) — b < 0 (car f(b) € [a,b]). Puisque 0 € [g(D), g(a)], le T.V.I. nous assue I'existence d'un nombre c € [a, b] tel
que g(c) = 0, c'est-a-dire f(c) = c.

2. Notons P un tel polyndme. Puisqu'il est de degré impair, et quitte a considérer le polyndme @QQ = — P, on peut supposer
que

lim P(z)=—o0 et lim P(z) = oco.
Il existe donc deux réels a et b tels que a < b, P(a) < 0 et P(b) > 0. Comme précédemment, puisque 0 € [P(a), P(b)],
le T.V.I. nous donne une valeur ¢ € [a, b] tel que P(c) = 0.
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60.1.2 Image d’'un segment

Proposition 1 : Toute application continue f : [a, b] — R est bornée et atteint ses bornes.

démonstration: Montrons d’abord quef est bornée Supposons le contraire. Alors
VneN, Ju,€la,b]]| flu,) =n.

Mais on peut extraire (grace au théoreme de Bolzano-Weierstragsjaus-suitéu,,,)) qui converge
vers un réel\ € [a,b]. Par le lemme 2, on aurait aussi quin f(u,,,)) = f()), ce qui est une
contradiction : en effet, puisque est par définition strictement croissante, on a que

WV

f(uga(n)) > go(n)

n,

qui tend, lui, verstoco.

Montrons ensuite quef atteint ses bornes Soit M = sup f([a, b]). Alors, d’aprés le lemme 1 (page
1),
VneN, Fz,€lab]| lim z, =M.

n—oo

Cependant, on peut extraire de,,) une sous-suité¢r,,,)) qui converge vers un réel € [a, b] (car
[a, b] est fermé). Toujours par le lemme 2, la limite fec,(,,)) estf()). On en déduit qug(A) = M,
ou/ € [a,b], et la borne supérieure est atteinte. Un raisonnement analogue peemaontrer que la
borne inférieure est aussi atteinte. [

\ Définition 1 : Un segment deR est un intervalle fermé et borné deR. \

\Théoréme 2 : Limage d’'un segment par une application contine est un segment. \

démonstration: f(I) est un intervalle d’apres le corollaire 1, et cet intervalle est borné emter
d’aprés la proposition 1. |

Remar ques 2:
1. Une fonction non continue sur un intervalle n’est pas forcémen@égo@onsidérer la fonction

f01] — R

1 .

— siz>0
€T — €T

0 sinon.

2. Sil'intervalle considéré dans le théoréme n’est pas un segment, aloesgburra pas conclure : soit parce que
la fonction n'atteindra pas ses bornes, soit plus simplement parce quéstegpas majorée.

3. Comme dans la remarque précédente, la continuité n’est qu'une corwdifisante dans la proposition 1 et le
théoréme 2. On peut se contenter du méme exemple déja donné (reparqumt 1). ..
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60.2 Fonctions continues strictement monotones

Proposition 2 : Si f est monotone surl et si f(I) est un intervalle, alors f est continue surl.

démonstration: Supposons pour cette démonstration gfuest croissante. Nous allons raisonner par
'absurde en supposant de plus gfie’est pas continue en un certain poirg. Dans ce cas, on aura
nécessairement

lim f(z) < f(zo) () ou lim f(z) > f(zo) (¥).
xﬂxo ZE*>$0

On ne va étudier que ce premier c@g, I'autre se démontrant de maniére analogue. gain nombre

de I’intervalle}limxﬂxa f(x), f(xo)[. Puisquel n’est pas réduit a un point, il existe un réel €

I N| — oo, zp] qui vérifie f(u) < limgﬁm(7 f(z) puisquef est croissantef(I) étant un intervalle
(par hypothese), il devrait contenir le régl On devrait donc avoiff (u), f(zo)[C I. Cependant, pour
tout réelx < xp, on a quef(x) < lim%x(T f(x) et pour tout réele > xg, onaf(x) > f(xo), ce qui
prouve quey ¢ | limxﬁxa f(z), f(zo)[, ce qui est en contradiction avec ce qui est écrit Iégerement plus
haut. [

Théoreme 3 : Soitf : I — R une fonction strictement monotone surl. Alors :
(i) f réalise une bijection del sur f(I).

(i) La fonction réciproque f~! est continue (méme strictement monotone) suy’(I) et de méme
sens de variations quef.

(iii) Si f estdérivable en un pointzy € I etsif/(x¢) # 0, alors £~ est dérivable enf (x,), et

(F7H (f(=o)) = F(@o)’

démonstration:

(i) Supposong non injective. Il existe dona et 3 dansI aveca # 3 tels quef(«) = f(3). Ceci
contredit le fait quef soit strictement monotong.réalise donc bien une bijection desur f (1),
car f : I — f(I) est clairement surjective.

(i) Soienta,b e f(I)tels quea < b. On supposg strictement croissante. Il existe doacet 5 dans
I, aveca < 3, tels quef(a) = a, f(3) = b. On en déduit que: = f~'(a) et3 = f~1(b), donc
que f~!(a) < f~Y(b). Cec isignifie quef~! est strictement croissante (et a donc le méme sens
de variations quef). La proposition précédente s’occupe de conclure gjué est continue sur
f(I):eneffet,f~!(f(I)) = I estbien unintervalle, et les hypothéses de la proposition sont bien

remplies.
(iiiy Pour simplifier les notations, on posgy = f(xg) et X = f(x). Alors
FHX) — f71(Xo) _ f_l(f(x))—f_l(f(xo)) o x—m 1
X —Xo f(@) = f(xo) f@) = flwo) — L@’

PuisqueX # Xo = f~1(X) # xo, le théoréme de composition des limites permet de conclure

lim fﬁl(X) _ fﬁl(XO) = lim 1 = !
L 5 ¢ 255 TEIE  flag)
r—X0

d’ou le résultat. [ |
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Remar que 3:
1. Sif~! est dérivable erf(zg), alors il suffit de dériver la fonctiofi—! o f = Id; enx pour obtenir

(FY (f(=o)) - f(xo) =1,

d’ou f'(zg) # 0 et la formule donnée en (iii). Avec les hypothéeses du théoreme 3, la congiitieg) # 0 est
donc équivalente a dire que ! est dérivable erf (o).

2. Sif est dérivable sur tout et e s’annule jamais sur, alors f~! aussi, et de plus

1

—1\/ __
(f )_f/offl'

60.3 Applications

60.3.1 Racines

Le T.V.I. nous donne en particulier que Sest une fonction continue de, b — R avecf(a) - f(b) < 0,
alors f admet au moins une racine dans l'intervalleb| (bords exclus, car la conditiofi(a) - f(b) < 0
implique f(a) # 0 et f(b) # 0, c’est-a-dire que les racines dene peuvent étre ou b).

Par exemple, la fonction

2__
iy —n

T xsin.t _ % 1+
3
est continue (voir courbe ci-dessous) sur son intervalleéfition, et I'on . , i

vérifie aisément qué(0) = 1/2 > 0 et f(37/2) < 0. On en déduit qu'il existe 0 % T
au moins une racine dédans l'intervall€l0, 37 /2] :

60.3.2 Réciproques de fonctions

Les quatre fonctions

Ry — Ry cos: [0,7] — [—1,1]
r — z"’ r —— cosx
sin: [—7/2,7/2] — [-1,1] ot tAn: |—7/2,7/2] — [-1,1]
r —— sinx r —— tanx

sont toutes continues, et strictement monotones (respant croissante, décroissante, croissante et crois-
sante). Elles définissent donc chacun une fonction réaigrggi respecteront le sens de variations. Celles-

ci se notent :
ViR, — Ry arccos : [—1,1] — [0, 7]

r — {Jx’ xr +—— arccosx ’
arcsin : [—-1,1] — [-7/2,7/2] of Arctan: -1,1] — |—n/2,7/2|
r +—— arcsinz r +—— arctanx

Cela dit, il existe des fonctions pour lesquelles I'exprasgile la réciproque n’est pas aisée a trouver.
Mais une fonctionf et sa réciproque vérifient toutes les deux une propriété §taue due au fait que



Image d’un intervalle par une fonction continue 7

«fof~t= f~tof=1d»:leurs courbes représentatives dans un repéere orthorsmmhéymétriques par
rapport a la premiere bissectrice (droite d’équatjoa ). Tracons les quatre précédentes courbes et leurs
réciprogues respectives pour s’en convaincre (en rouggueh@anction, en bleu sa réciproque) :

3T 3T

2+ 2 +

1+ 11+ L 1+
0 | | i —
o 1 2 — 1 -3 -2 — 1 2

1+ 1+

24 —2 4

_3 4

. —4 =

Fonction carré Fonctioncos Fonctionsin Fonctiontan

60.3.3 Dérivation

De maniere évidente, la théoreme 3 nous donne des formeélesnteressantes pour la dérivée des ré-
ciproques des fonctionss et sin. En effet, remarquons déja que comms (resp.sin) est positif sur
l'intervalle [—7 /2, 7/2] (resp.[0, w]), on a

cos(z) = V1 —sin*z = cos(arcsinz) = V1 — x2et

sin(z) = V1 —cos?z = sin(arccosz) = V1 — a2
On en déduit alors que :

arccos’ (cos(z)) = L1 & arccos'(z) = — L _
cos' () sin x sin(arccos ) V1—12
De la méme maniere, on montre que
1
arcsin’ (1) = ——.
()= =

Pour finir, puisque

/

, sinx sin’zcosz —sinwcos’z  cos?z + sinz 9
tan' x = = = =1+ tan”z,
coS & cos? x cos? x
on a que
, 1 1 , 1
arctan’'(tanz) = —— = 5 & arctan'(z) = 5
tan'z 14 tan®x 1+
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