LECON N° 69

Fonctions polyndmes.

Pré-requis:

— Dérivabilité, continuité des fonctions numériques;

— Notions d’espaces vectoriels, de sous-espaces vectoriels;
— Formule du binbme de Newton.

On se place dans un corfis généralemenR ou C. On utilisera souvent I'abus de langage consistant a
désigner une fonction par son expression (on parlera detdiém 22 au lieu der +— z2).

69.1 Fonction puissance

Proposition 1 : Pour tout k € N, la fonction f, : £ — z* est continue et dérivable surk.

démonstration: La fonctionz —— =z est trivialement continue (utiliser a posteriori la définition
de la continuité pour s’en convaincre), doyfig I'est aussi en tant que produit de fonctions continues.
Montrons encore la dérivabilité. Saity € K. Alors pour toutz € K différent dexy, on a :

fu(@) = filwo) = 2" — o = (x — 9 meklz -, 2e@) = filwo) _ meo“-

T — X0

fe(w) — fr(xo) —k k 1

Par passage a la limite, il vient alors quém = f1.(z0),
T—x0 Tr — X
donc f, est dérivable suk, et pour toutr € K, f,(z) =k a1, |

Corollaire 1 : Pour tout k € N, f; est de class& = sur K. De plus,

k(k—1)-+-(k—i+1)a* si i<k

VieNVzek, f= {O si i > k.

démonstration: On procéde par récurrence sur I'entiérc N :

Initialisation :  Sik = 0, alors pour tout élément deK, fo(z) = 1, et quelque soit I'entiet, on aura
nécéssairemerﬁgz) (z) = 0. Les deux points sont alors vérifiés.

Hérédité : Supposons le résultat vrai au rariget montrons qu'’il I'est encore au rang + 1. Soit
r € K. D’'apreés la proposition 1f;  (z) = (k + 1) z*, donc par hypothése de récurrenge, |
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est%’*°, et donc a fortiorify ., aussi. De plus, pour toute N,

fh@ = @) = k1) £ @)
H.R. { (k+ Dk (k—i+2)2" 1 si i-1<k

0 si t—1>k
B (k+Dk---(k+1—i+ 1)z si i<k+1
o 0 si i>k+ 1.
Ceci achéve notre récurrence. |

Théoréme 1 : Pour toutn € N, la famille (1, ,...,x™) est une famille libre de I'espace vectoriel
des applications deK — K.

démonstration Soienth € N, (Ao, ..., \,) € K*"!. Supposons que
VeeK, Y Aa'=o.
=0

Alors pour toutz € K* (on peut se permettre d’enleveipuisqu’on veut fairec — o),

)\nx”:—nzzl)\ixi = An:—nZlAixi—".
i=0 i=0
Ori—n < 0 pour touti € {0,...,n — 1}, donc par passage a la limite dans I'égalité précédente,
n—1 ‘
zlirgo Zz; Nz =0 = \,=0.

On montre de méme que pour tauwt {0,...,n — 1}, \; = 0. |

69.2 Fonctions polynbmes

Définition 1 : Soientay, .. ., a, € K*"1. Alors I'application P : K — K définie par

n

P(z) = Z ay o

k=0

est appeléefonction polynémede la variable x. Les nombresay, . .., a,, sont appeléscoefficientsde
cette fonction polyndbme. Si I'on suppose,, # 0, alors n est ledegré deP (noté deg(P)) et a, est
appelécoefficient dominant deP.

Notations : On noteZ(K) I'ensemble des fonctions polynémeés: K — K et, pourn € N*, #,(K) le
sous-ensemble d¢?(KK) des fonctions polyndmes de degré
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Proposition 2 : Soientf = > | a;x* € Pn(K),g = >, bjx? € Z,(K) eta € K. Alors
max(n,m)

) f+g:e— > (an+br)a* et deg(f+ g) < max(deg(f),deg(g));

k=0

(i) af : € — Z aay, ¢ et deg(af) = deg(f);

k=0
n+m
(i) fg:z— > | DY aub,| 2" et deg(fg) = deg(f) + deg(g),
k=0 (u,v)EAE
ouAg = {(¢,5) € {1,...,n} x{1,...,m} | i4+7 = k} pour tout entier k£ € {0,...,n+

démonstration: Le seul point a poser quelques problémes est le (iii). C’est donc legigat sur
celui-ci que nous allons nous attarder! Spit K. Alors

(fo)(x) = (Zaz> (ijxj)
i=0 j=0

(ap+arx+---F+apx")(bo+brx+ - +bya™)
= agbo + x[agby + a1bo] + 2% [agbs + arby + asbo] + - - - + " [anbpm)

n+m
= Z( Z Ay bv) z".
E=0 \(u,w)EA

De plus,an, by, # 0 = ay by, # 0 = deg(fg) = n + m = deg(f) + deg(g). [ |

Théoreme 2 : Sif est une fonction polynéme, alorsf est de class& . Pour tout entier n, si f est de
plus de degrén, alors pour tout k& € N,

deg(f*)=n—k si k<n
f®) =0 si k> n.

démonstration f = Y a2 € 2(K) est une combinaison linéaire de foncticgi&°® (corollaire 1),
donc est ausst’>°. Supposons alorg de degrén. Pour tout entierk et toutz € K,

n n ! —k .
(k) = p\(k) Zp:k ap (pfik); P si k<n
19w = 3 e {0 k<

_ Zz;gap+k%xp si k<n
0 si k>n,

et on en déduit que lorsque< n, deg(f¥)) =n — k. |

Proposition 3 : Soit f € Z7,,(R). Alors

lim f(x) = signe(a,) - oo et lim f(x) = signe(a,)(—1)" - co.

Tr—r0o0 r——O00
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démonstration: Pour toutz € K, on a

flz) = ao+arz+---+apz" (ap, #0)
= apz” (1—1— ZZ_; +e af?v")’
=l
et les deux résultats découlent de cette derniére égalité. [ |

Proposition 4 : Soita € K. La famille ((z — a)™), _ engendreZ(K).

démonstration: Soientz € K etn € N. On a simultanément

n

(@—a)" =Y (Z) ()" b et "= ((@-a)+a)" = 3 (Z) (@) (z — a)*,

k=0

ce qui suffit a démontrer le théoréme. [ |

Théoréme 3 (formule de Taylor) : Soientf € £#2,,(K) eta € K. Alors

ne)(g
fay =3 T gy

!
i K

démonstration f € 22,,(K), donc d’aprés la proposition précédente, on a pour towt K
n
f(@) =Y byle —a).
p=0
Le théoréme 2 et sa démonstration nous permettent d’exhiber la dériédee def :

VeeK, W)= prr f!k), (z —a)Pk.
p=k ’

En particulier, pourz = a, 'égalité f*)(a) = k! b, nous donné,, pour toutk € {0,...,n} dou le
résultat, en remplacarit, par ce qu’on vient de trouver dans la premiére égalité. [ |

69.3 Racines

Définition 2 : Soient f € Z(K) et € K. On dit que « est uneracine def si f(«) = 0.

Théoréeme 4 : Soientf € Z(K) eta € K. Alors a est racine def si et seulement sif est divisible
par (r — «).
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démonstration:
"<=": Soitz € K. Alors f(z) = (x — ) g(z) par hypothese, donf(a) = 0.
"=—": Puisquex estracine def, doncf(«) = 0. Soitz € K. Alors

n n

f@) = f@) - @)= aa" =S arat =Y ap(a* - o)
k=0 k=0 k=1

n

k-1
= Zak(aﬁ —a) <Z ' Ozk_l_i>

k=1

Posong(z) = Y7, ax Y24 2 o*~1~7, qui est un polynéme de degeé- 1. On a donc bien factorisé
f(z) par (z — ). |

Conséquence Un polynéme de degre admet au plus racines.

Corollaire 2 : Soit f un polyndme de degrén impair. Alors f admet au moins une racine réelle. \

démonstration: D’apres la proposition 3, sii,, > 0 (resp.< 0), alors lim f(z) = oo (resp.—oo) et
Tr—00
lim f(z) = —oco (resp.cc). Donc d’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, il existeR tel
T— —00
quef(a) = 0. [ |

Corollaire 3 : Soient f € Z2,(R). Alors f se factorise en un produit de polynémes de degré un ou
deux.

démonstratiort Pour cette démonstration, on s’autorise a faire un petit détoureEn effet, puisque

f estun polyndme a coefficients réels, il existe C tel quef(a) = 0. Sia est lui-méme réel, alorg se
factorise par(z — a) (théoreme 4), sinon # a et f se factorise alors par le produitr — a)(z — @) =

22 — x(a +a) + aa = 2% — 2R(a)r + |a|? qui est & coefficients réels. On réitére alors ce procédé au
polynéme issu de la factorisation. [ |



