LECON N° 71 :

Fonctions exponentielles

Pré-requis :

— Notions de dérivabilité ;

— Une fonction dont la dérivée est nulle est constante ;

— Théoréme de Cauchy-Lipschitz pour I'existence d’'une smiudiune équation différentielle.

71.1 Définitions

Théoréme 1 : Soit I'équation différentielle

y' =y, avecy(0)=1. (71.1)
Il en existe une unique solutionf dérivable sur R. De plus, f vérifie pour tout réel x :

f(—2) f(@) =1 et f(x)#0.

démonstration:

— Existence : résulte du théoreme de Cauchy-Lipschitz.

— Maintenant qu’on sait qu’une telle fonctighexiste, montrons qu’elle vérifie les propriétés énoncées.
Pour tout réelx, on pose alors(z) = f(—z) f(x), qui est dérivable suR puisquef I'est. Ainsi,

Ve eR, ¢'(z) = —f(z)f(z)+ f(-2)f(2)
—f(=2) f() + f(=2) f(x) carf =f
= 0.

Doncy est constante suR. Or ¢(0) = f(0) f(0) = 1, car f vérifie (??). Par suite,
etdela,
VzeR, f(x)#0.

— Unicité : Supposons qugsoit une autre solution de?®). Alors g n'est pas identiquement nulle sur
R, de sorte que I'on puisse définir pour tout réella fonction suivante :
f(z)
o(z) = 2.
(@) 9(z)
Une méthode analogue a celle utilisée au second point nous amene agerif¢xz) = 1 pour tout

réelz, c'est-a-diref = g surR.
[ |

Définition 1 : L'unique fonction f dérivable surR vérifiant I'équation différentielle ¢’ = y avecy(0) =
1 est appelédonction exponentiellest sera notéeexp.
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71.2 Propriétés algébriques

Théoreme 2 : Soienta, b deux réels etn un entier relatif. On a:
1

exp(a)’

(i) exp(a + b) = exp(a) exp(b);

exp(a)

i —b) = ;

(i) exp(a — b) oxp(b)

(iv) exp(na) = (exp(a))™

(i) exp(—a) =

démonstration:

(i) Découle du théoreme 1.

(i) Soit f: R — R définie par (rappelons quexp(b) # 0 pour n'importe quel réeb)
exp(z + b)

exp(b)
f est dérivable suR puisqueexp I'est, et pour tout réel,

fz) =

exp’(x +b)  exp(z +b)

/ _ —
exp(b) . _ o : L
De plus,f(0) = exp(b) = 1. Par conséquentf, vérifie (??) et par unicité de la solution (théoréme
X
1), f coincide aveexp surR, c’est-a-dire que pour tout réef :
exp(r +b)
f(l') - exp(b) - eXp(x)

Il suffit alors de prendre: = a pour conclure.
(iii) On applique successivement (ii) et (i). En effety €tb sont deux reels,

(ii)

exp(a — b) = exp(a + (—b)) = exp(a) exp(—b) 0] exp(a)

exp(b)’
(iv) On applique (i) et (ii) en effectuant une petite récurrence. Poue 0, I'égalité est immédiate.

Montrons alors I'hérédité : supposons quep(na) = (exp(a))™ etexp(—na) = (exp(a))™".
Alors

exp((n +1)a) = exp(na+a) & exp(na) exp(a) = (exp(a))" exp(a) = (exp(a)™*, et

exp(—(n a) 2 ! = 1 O (exp(a)) @+
(= 1)0) & s = e (ep(a) .

Le résultat est ainsi démontré pour toue Z.

Remar ques 1:
— Vz eR,exp(x) =exp (g + g) = (exp (%))2 > 0.
En effet,exp(z) # 0 pour tout réet: ;
— Puisquexxp = exp’ > 0 surR, la fonctionexp est strictement croissante stir
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71.3 Notations

Adoptons la notation suivante :
e :=exp(1l).

Conséquences :

-V (z,n) € RxZ,exp(nz) = (exp(z))" par le théoreme précédent. En particuken(n) = (exp(1))" =
e™. Montrons qu’on peut étendre cette notation a I'enserfible

() -]

"B exp (§x> ~ [(exp(@))"]} = [exp()]

-V (z,p,q) € R x Z x N*,

Autrement dit,
V (z,r) € R x Q,exp(rz) = (exp(z))".

En particulier, pourr = 1, on trouve
VreQ,exp(r)=(exp(l)) =€

Montrons qu’on peut encore étendre cette notation a I'ebsel

— Q étant dense dariR, il existe une suite de rationne(s, ),y telle que tout réel; en soit limite. Par
continuité de=xp, le passage a la limite dans la précédente égalité nous afirentement a

V (z,y) € R? exp(zy) = (exp(z)).
A nouveau, en faisant = 1, on obtient le résultat recherché, a savoir

Vy € R, exp(y) = (exp(1))” = e”.

Avec ces nouvelles notations, on peut énoncer le théoreivensuen partie identique au théoreme 2 :

Théoréme 3 : Pour tous réelse ety, ona:

. 1
() e = —;
em
(i) e*TY = e® eY;
(i) e*¥ = e—w;
ey
(iv) e* = (e®)v.

Définition 2 : On définit la fonction logarithme népériersur R* , notéeln, la bijection réciproque de la
fonction exp.
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Définition 3 : On pose, pour un réela strictement positif, la fonction

fao: R—R

T P In(a) _ a®

Elle sera appelédonction exponentielle de base et notéeexp,,.

Remar que 2 :Sia = e, alorsf.(xz) = e®. Ainsi la fonctionexp est la fonction exponentielle de baseOn peut
ainsi généraliser le théoreme 3, qui est aussi valable pour les fonetipnaentielles de basg a la simple condition

de substituee para.

71.4 Equation fonctionnelle

Théoréme 4 : Une fonctionf : R — R non identiquement nulle est continue et vérifie la relation

V(z,y) €R?, f(x+y) = f(z)f(y) (71.2)

si et seulement sjf est une fonction exponentielle de base € R7 .

démonstration:
"<=": Lafonctionexp est dérivable, et satisfait la relatior?®) d’apres le théoreme 2.

"=—": Supposons qu'une fonctigh: R — R continue et non identiquement nulle vérife)
X T X

— Pour toutx réel, f(x) = f (5 + 5) = <f <§>>2 > 0.

— Supposons alors qu'il existe une constamte R telle quef(«) = 0. Alors pour tout réelz,
f(z) = f(z—a+a) = f(x—a) f(a) = 0, ce qui est absurde puisqyen’est pas identiquement
nulle. Par suitef > 0 surR. De plus, cela implique qug(0) = (f(0))? = £(0) = 1.

— Posons: = f(1) > 0. Il est alors facile de montrer, en se calquant sur la méthode utilisée en 3,

que
VzeR, f(z) =a".

En conclusion, est donc bien une fonction exponentielle de hase

71.5 Etude des fonctions exponentielles

Proposition1: lim e* = oo et lim e” = 0.

T—>00 T—r— 00

démonstration Posong(z) = e* —z pour toutz réel. g est clairement dérivable, et pour taute R,
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¢'(z) = e* — 1. On dresse alors le tableau de variations suivant :

T —00 0 +00
g (x) - 0 +
g
1

On en déduit que tout réel vérifiee” > x. En passant a la limite, on obtient le résultat recherché.

o 1 1 A
Posons alorsX = —z, de sorte queX tende vers l'infini. On a alorg” = = —- On en déduit la
(&

e—x
limite recherchée : lim e* = lim LX = 0, puisque lim e~ = oo. [
r——00 X—o0o € X —o00
Graphique des fonctions exponentielles
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71.6 Divers
— La courbg(%) d’équationy = ¢* admet une tangentg, en tout poinip deR, d’équation
y=¢€"+e'(x—p)=€e(l+z—p).

En particulier, au poinp = 0, la tangentel;, a pour équationy = = + 1. De plus,T}, est toujours
en-dessous dg), autrement dit :
VereR, e >x+1.

— Quelques limites...
e e’ —1

lim — =00 ; lim ze* =0 et lim
r—o0 T——00 x—0 x

=1.
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Solution : Pour la premiére limite, on procéde comme pour la proposition 1. On se donne un réel A > 0 et on étudie la fonction
r — e¥ — Az sur R% . Or exp est une bijection strictement croissante de R dans R donc il existe un réel X > 0 tel que

eX = AX, et afortiori tel que pour tout = > X, e* > Axz. On applique ensuite la définition : on a ainsi trouvé

x

VA>0,3X>0|Ve>X, — >4 o lim & = oo.
X

On procéde de maniére analogue pour la seconde limite (le faire en exercice), et pour la troisieme, on constate que le quotient
est le taux d’accroissement de la fonction exp en 0. Puisque exp est dérivable et vérifie exp’ = exp, on en déduit de suite que
cette limite vaut exp’(0) = €® = 1. &



