
LEÇON N˚ 71 :

Fonctions exponentielles

Pré-requis :
– Notions de dérivabilité ;
– Une fonction dont la dérivée est nulle est constante ;
– Théorème de Cauchy-Lipschitz pour l’existence d’une solution d’une équation différentielle.

71.1 Définitions

Théorème 1 : Soit l’équation différentielle

y′ = y, avecy(0) = 1. (71.1)

Il en existe une unique solutionf dérivable sur R. De plus,f vérifie pour tout réel x :

f(−x) f(x) = 1 et f(x) 6= 0.

démonstration:
– Existence : résulte du théorème de Cauchy-Lipschitz.
– Maintenant qu’on sait qu’une telle fonctionf existe, montrons qu’elle vérifie les propriétés énoncées.

Pour tout réelx, on pose alorsϕ(x) = f(−x) f(x), qui est dérivable surR puisquef l’est. Ainsi,

∀ x ∈ R, ϕ′(x) = −f ′(x) f(x) + f(−x) f ′(x)

= −f(−x) f(x) + f(−x) f(x) car f ′ = f

= 0.

Doncϕ est constante surR. Or ϕ(0) = f(0) f(0) = 1, car f vérifie (??). Par suite,

∀x ∈ R, f(−x) f(x) = 1,

et de là,
∀x ∈ R, f(x) 6= 0.

– Unicité : Supposons queg soit une autre solution de (??). Alors g n’est pas identiquement nulle sur
R, de sorte que l’on puisse définir pour tout réelx la fonction suivante :

ψ(x) =
f(x)

g(x)
.

Une méthode analogue à celle utilisée au second point nous amène à écrirequeψ(x) = 1 pour tout
réelx, c’est-à-diref = g surR.

�

Définition 1 : L’unique fonction f dérivable sur R vérifiant l’équation différentielle y′ = y avecy(0) =
1 est appeléefonction exponentielleet sera notéeexp.
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71.2 Propriétés algébriques

Théorème 2 : Soienta, b deux réels etn un entier relatif. On a :

(i) exp(−a) =
1

exp(a)
;

(ii) exp(a + b) = exp(a) exp(b) ;

(iii) exp(a − b) =
exp(a)

exp(b)
;

(iv) exp(na) = (exp(a))n.

démonstration:
(i) Découle du théorème 1.

(ii) Soit f : R −→ R définie par (rappelons queexp(b) 6= 0 pour n’importe quel réelb)

f(x) =
exp(x+ b)

exp(b)
.

f est dérivable surR puisqueexp l’est, et pour tout réelx,

f ′(x) =
exp′(x+ b)

exp(b)
=

exp(x+ b)

exp(b)
= f(x).

De plus,f(0) =
exp(b)

exp(b)
= 1. Par conséquent,f vérifie (??) et par unicité de la solution (théorème

1), f coïncide avecexp surR, c’est-à-dire que pour tout réelx :

f(x) =
exp(x+ b)

exp(b)
= exp(x).

Il suffit alors de prendrex = a pour conclure.

(iii) On applique successivement (ii) et (i). En effet, sia et b sont deux réels,

exp(a− b) = exp(a+ (−b))
(ii)
= exp(a) exp(−b)

(i)
=

exp(a)

exp(b)
.

(iv) On applique (i) et (ii) en effectuant une petite récurrence. Pourn = 0, l’égalité est immédiate.
Montrons alors l’hérédité : supposons queexp(na) = (exp(a))n et exp(−na) = (exp(a))−n.
Alors

exp((n+ 1)a) = exp(na+ a)
(ii)
= exp(na) exp(a)

H.R.
= (exp(a))n exp(a) = (exp(a))n+1, et

exp(−(n+ 1)a)
(i)
=

1

exp(na+ a)
=

1

(exp(a))n+1

(i)
= (exp(a))−(n+1).

Le résultat est ainsi démontré pour toutn ∈ Z.

�

Remarques 1 :
– ∀ x ∈ R, exp(x) = exp

(x

2
+
x

2

)

=
(

exp
(

x
2

))2
> 0.

En effet,exp(x) 6= 0 pour tout réelx ;
– Puisqueexp = exp′ > 0 surR, la fonctionexp est strictement croissante surR.
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71.3 Notations

Adoptons la notation suivante :
e := exp(1).

Conséquences :

– ∀ (x, n) ∈ R×Z, exp(nx) = (exp(x))n par le théorème précédent. En particulier,exp(n) = (exp(1))n =
en. Montrons qu’on peut étendre cette notation à l’ensembleQ.

– ∀ (x, p, q) ∈ R × Z × N∗,

exp

(

q
p

q
x

)

=

[

exp

(

p

q
x

)]q

exp>0
⇔ exp

(

p

q
x

)

= [(exp(x))p]
1

q = [exp(x)]
p

q .

Autrement dit,
∀ (x, r) ∈ R × Q, exp(rx) = (exp(x))r

.

En particulier, pourx = 1, on trouve

∀ r ∈ Q, exp(r) = (exp(1))r = er.

Montrons qu’on peut encore étendre cette notation à l’ensembleR.

– Q étant dense dansR, il existe une suite de rationnels(rn)n∈N telle que tout réely en soit limite. Par
continuité deexp, le passage à la limite dans la précédente égalité nous amènedirectement à

∀ (x, y) ∈ R2, exp(xy) = (exp(x))y
.

A nouveau, en faisantx = 1, on obtient le résultat recherché, à savoir

∀ y ∈ R, exp(y) = (exp(1))y = ey.

Avec ces nouvelles notations, on peut énoncer le théorème suivant, en partie identique au théorème 2 :

Théorème 3 : Pour tous réelsx et y, on a :

(i) e−x =
1

ex
;

(ii) ex+y = ex ey ;

(iii) ex−y =
ex

ey
;

(iv) exy = (ex)y.

Définition 2 : On définit la fonction logarithme népériensur R∗
+, notéeln, la bijection réciproque de la

fonction exp.
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Définition 3 : On pose, pour un réela strictement positif, la fonction

fa : R −→ R

x 7−→ ex ln(a) = ax.

Elle sera appeléefonction exponentielle de basea, et notéeexpa.

Remarque 2 : Si a = e, alorsfe(x) = ex. Ainsi la fonctionexp est la fonction exponentielle de basee. On peut
ainsi généraliser le théorème 3, qui est aussi valable pour les fonctionsexponentielles de basea, à la simple condition
de substituere para.

71.4 Equation fonctionnelle

Théorème 4 : Une fonctionf : R −→ R non identiquement nulle est continue et vérifie la relation

∀ (x, y) ∈ R2, f(x + y) = f(x) f(y) (71.2)

si et seulement sif est une fonction exponentielle de basea ∈ R∗

+
.

démonstration:

" ⇐=" : La fonctionexp est dérivable, et satisfait la relation (??) d’après le théorème 2.

" =⇒" : Supposons qu’une fonctionf : R −→ R continue et non identiquement nulle vérifie (??).

– Pour toutx réel,f(x) = f
(x

2
+
x

2

)

=
(

f
(x

2

))2
> 0.

– Supposons alors qu’il existe une constanteα ∈ R telle quef(α) = 0. Alors pour tout réelx,
f(x) = f(x−α+α) = f(x−α) f(α) = 0, ce qui est absurde puisquef n’est pas identiquement
nulle. Par suite,f > 0 surR. De plus, cela implique quef(0) = (f(0))2 ⇒ f(0) = 1.

– Posonsa = f(1) > 0. Il est alors facile de montrer, en se calquant sur la méthode utilisée en 3,
que

∀x ∈ R, f(x) = ax.

En conclusion,f est donc bien une fonction exponentielle de basea.

�

71.5 Etude des fonctions exponentielles

Proposition 1 : lim
x→∞

ex = ∞ et lim
x→−∞

ex = 0.

démonstration: Posonsg(x) = ex−x pour toutx réel.g est clairement dérivable, et pour toutx ∈ R,
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g′(x) = ex − 1. On dresse alors le tableau de variations suivant :

x −∞ 0 +∞

g′(x) − 0 +

g

@
@

@
@

@
@R �

�
�

�
�

��

1

On en déduit que toutx réel vérifieex > x. En passant à la limite, on obtient le résultat recherché.

Posons alorsX = −x, de sorte queX tende vers l’infini. On a alorsex =
1

e−x
=

1

eX
. On en déduit la

limite recherchée : lim
x→−∞

ex = lim
X→∞

1

eX
= 0, puisque lim

X→∞
eX = ∞. �

Graphique des fonctions exponentielles

O

1 a = 1

a > 1

0 < a < 1

exp

71.6 Divers

– La courbe(C ) d’équationy = ex admet une tangenteTp en tout pointp deR, d’équation

y = ep + ep(x − p) = ep(1 + x − p).

En particulier, au pointp = 0, la tangenteT0 a pour équationy = x + 1. De plus,T0 est toujours
en-dessous de(C ), autrement dit :

∀ x ∈ R, ex
> x + 1.

– Quelques limites. . .

lim
x→∞

ex

x
= ∞ ; lim

x→−∞
x ex = 0 et lim

x→0

ex − 1

x
= 1.
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Solution : Pour la première limite, on procède comme pour la proposition 1. On se donne un réel A > 0 et on étudie la fonction
x 7−→ ex − Ax sur R

∗

+
. Or exp est une bijection strictement croissante de R dans R

∗

+
donc il existe un réel X > 0 tel que

eX = AX, et a fortiori tel que pour tout x > X, ex > Ax. On applique ensuite la définition : on a ainsi trouvé

∀ A > 0, ∃ X > 0 | ∀ x > X,
ex

x
> A ⇔ lim

x→∞

ex

x
= ∞.

On procède de manière analogue pour la seconde limite (le faire en exercice), et pour la troisième, on constate que le quotient
est le taux d’accroissement de la fonction exp en 0. Puisque exp est dérivable et vérifie exp′ = exp, on en déduit de suite que
cette limite vaut exp′(0) = e0 = 1. ♦


