LECON N° 81 :

Exemples d’approximation d’'une solution
d’'une équation différentielle par la
methode d’Euler. Lexposé pourra étre
illustré par un ou des exemples faisant
appel a l'utilisation d’'une calculatrice.

Cette lecon a été réalisée par Cécile Fhttp ://pedagomaths.ifrance.com/

Pré-requis:
— Fonction dérivée;
— Tangente a une courbe, équation.

Dans tout cette lecory, désigne une fonction de clasgg sur un ouverlU = U; x Uy C R?, (x,%0) un
point appartenant &.

81.1 Objectifs

De nombreux problémes (en radioactivité, par exemple) aisedt a étudier une relation entre une fonction
et sa dérivée.

Exemple activité A de N noyaux radioactifs a la date
—A-N(t)= A= N'(t),
ou A désigne une constante radioactive égale a la probabilidésiatégration d’un noyau donné par unité

de temps (er1).

On souhaite résoudre, de maniéere plus générale, le prolsiénant :
() { y'(@) = f(,y(@))
y(7o) = Yo,

ouy : Uy — U, une fonction dépendant du paramétresimplement notég dans la suite.

On connait I'expression de la fonctigndont on cherche a approcher la primitive par rappart Borsque
cette solution (primitive d¢ par rapport a, existe puisqug est continue) ne peut étre exprimée a partir
de I'expression de la fonctiofi, on cherche une approximation affine par morceaux de cdtiesoy sur

un intervalle[zo, b] (ou [b, z]), oub € U;. Cette approximation sera notée et sa courb&.
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81.2 Méthode

Soitn un entier naturel non nul fixé, étc U, un réel différent de;.

1. Oncommence par considérer une subdivisiofxglé] (ou [b, x¢]) enn sous-intervalles isométriques :

o b—
Vke{0,....n—1},2p1 =ap +h, OUh=-—"0
n

2. On approche la fonctiom solution de(.S) par une fonction affine par morceadixtelle que :
Vke{0,....n—1}\Va € [xg,zpn], F(z)=Fy(z).

Il ne reste donc plus qu’a définir la fonctidfy pour toutk € {0, ..., n— 1}. Dans I'idéal, il faudrait

que

o surlzo, z1], €r, SOit la tangente em, a la courbe solutiofs), ;

o SUr{zg, zp41], pourtoutk € {1,...,n—1}, F soit de méme coefficient directeur que la tangente en
z;, a la courbeg), (tracée en bleu pour information), et d’'ordonnée a I'oggitonnée par I'égalité

Fk(xk) = Fk—l(xk)-

Cependant, ce procédeé ne peut étre retenu car on ne conraitonicktiony, ni par conséquent le
nombrey’(xy) = f(xk, y(xk)) qui nous donne le coefficient directeur de la tangert¢ anx;. ..

Dans la pratique, nous choisirons donc pour approximationger,) = f(zx, y(xx)) le nombre
f(zk, yx), puisquey;, est une approximation du nombyéry,).

Voici quatre figures qui correspondent respectivement asxidéaux et pratiquesTTENTION, ce ne
sont pas les figures de gauche qui donnent la constructidn(deais celles de droite qui se basent gur
puisqu’on rappelle gu’on ne connait pas, et on ne peut ealdes nombres dériveg(x;)!!!

Cas idéal Cas pratique
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Remar que 1 : Comme vu sur les graphiques précédents, le cas pratique peut sjgivéren moins efficace selon
la fonction f donnée : les fonctions données pour les deux cas représentésus-dest respectivement

flem) =1 et fy)= i

avec pour conditions initiales respectivg®) = —1 ety(1) = i, et dont les solutions respectives (normalement non
connues, mais on a choisi ici de résoudre les équations différentieledegiouvoir représenter leur solution a titre
de comparaison) sont

Y= i - +1 et Yy = a,j
102 10 4
On constate effectivement que la méthode pratique est plus précise quihtaleigiéale dans le premier caviete
versadans le second. Rappelons une derniére fois que les graphiqude das&léal ont été réalisés a titre de compa-

raison, puisqu’on ne peut techniquement pas construire le cas id€alhnaissant pas la solutigret par consequent
les nombreg/ ().

Théoréeme 1 : La courbe%,, de la solutiony peut étre approchée par la courbeér de la fonction F
affine par morceaux définie en reliant les points de coordonres(xy, yx) (pour tout k € {0,...,n},
ou yy, est défini par
{ Yo = Y(o)
Yrt1 = Yr + f(Zrsyr) b, VEE{0,...,n -1}

démonstration: Soitk € {0,...,n — 1}. Une fonction affine de coefficient directeusur [z, x4 1]
passant paKxy, yx) a pour équatiory = yx + c(x — zx). Or on aici quec = f(zx, yx) (@pproximation
dey/(zy)), donc

Yk+1 = Yk + f(@r, Ur) - (Tpg1 — 21),

d’ou le résultat. |

81.3 Exemples

81.3.1 Lexponentielle

On sait que la fonction —— exp(x) est 'unique solution dg' = y = f(x,y) avecy(0) = 1. On pose
zo = 0 etn = 5. On s’intéresse a I'approximation de la couffigsur l'intervalle|0, 1]. On a alors
1-0 1 1 6

d’ou le tableau suivant :

1 2 3 4 1
) 5 5 >

RIAARTANIORNY
Yk ARG 5 5 5
Puis on trace a I'aide de la calculatrice notre polygone dgaule points et la fonction solutign= exp(x).

La fenétre graphique utilise € [—0,4 ; 1, 4] avec un pas de graduation de)5 ety € |0, 3] avec un pas
de graduation dé.

T 0
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"Mode d’emploi":

A l'allumage de la calculatrice, aller dans "Data/Matrix"rafle construire une nouvelat a appelé par exemplexpo. Remplissez alors

le tableau a I'aide de celui ci-dessus afin d’obtenir le preméean ci-dessous. Un appui $2 puis surF1 nous améne ensuite a un écran
qui sera le méme que le second écran ci-dessous, apres regmglidsaut ensuite appuyer deux fois demt er et entrer dans I'écran gra-
phigueY= (touche Diamond, pui#}, encore appuyer sur la fleche du haut pour bien faire agpatailignePl ot 1 définie précédemment,

et descendre so¥l= pour entrer la fonction exponentielle. Une fois entréegueier grace au curseur sur la ligiié=, appuyer suF6 et
sélectionneiThi ck. On obtient alors le troisieme écran. Il ne reste plus qu’a frevda fenétre graphiqgue comme indiqué avant de lancer le
tracé de la courbe, obtenu sur le quatrieme écran.
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81.3.2 Un autre probléme...

Soit (S) le probléme suivant :

y(0) =0
1. Soienth =4, xy = 0,b = 4 etdonch = 1. On trouve alors que

{y=y+x=ﬂmw

VEke{0,...,3}, 1 =y + 0 f(@r k) = Uk + Y + T = 2yp + 24,

d’ou le tableau suivant :

Soient maintenant = 4, o = 0, b = —4 et donch = —1. Dans ce cas,

VEe{0,....3}, wer1 =wk +h f(@e,yn) = vk — yp — o1 = — T,

d’ou le tableau suivant :

2. Soientn = 8, xy = 0, b = 4 et donch = 1/2. Les calculs donnent alors le tableau suivant :

1 3 5 7
: S22 2 Ly
T | 05 2 51 3| 3

Lo [E7 ], ]3] 125 423 1381
Ik 108148 |16 |32 | 6
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Soient maintenant = 8, zo = 0, b = —4 et donch = —1/2. On obtient alors le tableau suivant :

1 3 5 7
S N (O Y 5 A B T I
o | 0] =3 S -2 -3 | -3 | -3
ol o [ L[ 3 [17[40 12932 | 769
Yk 1] 8 16|32 64 | 128 | 256

On sait que la solution de ce probléme est la fonctica exp(z) + %2 — 1. On affiche donc cette courbe
(toujours a titre de comparaison. ..) et nos deux nuagesidéespmbtenus pourn = 4 (lesd) etn = 8 (les
x). On constate que plusest grand, plus I'approximation est précise :

1 Fer |_F3 Fu FEx | _F&™ [FF R
- E Zoom|Trace|Rearaph|Math Dr‘awar F:?
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81.3.3 A l'aide d’un programme

On peut aussi écrire un programme (voir sur lesttep: / / pedagomat hs. i france. conf de Cécile
F., rubrique "Calculatrice Voyage 200", c’est le programmeeéppul er) qu’on peut appliquer a un

probleme tel que celui-ci :
, 1
(5) { Y%
y(1) =0,

afin de déterminer la courbe qui approchera la solution deatg#éme sur l'intervallél, 5]. On peut égale-
ment afficher la solutiop = In(z) afin de voir que le programme fonctionne bien :

TETEFDEJN T;;GETEEQF;EPHTHF;EH D:—*E;w\lt? ;5? g;{:i

MAIN FAD AUTO FUMC

La fonction logarithme a été placée ¥h, et on I'a représenté e hi ck".
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