LECON N° 6 :

Variables aléatoires a valeurs réelles dont
'ensemble des valeurs est fini. Lol de
probabilité. Espérance mathématique,

variance. Exemples.

Pré-requis:
— Notions élémentaires de probabilité : univers, probabijléeéénements indépendants, espace probabilisé,

systéme complet d’événements;
— Combinaisons, coefficients binomiaux.

Contexte: On dispose d’'une machine contenant quatre boules bleuwugtrouges. A I'insertion d’une
piece de £, deux boules sont tirées au sort (chaque boule ayant la iérbabilité d’étre tirée). Si se sont
deux boules rouges, le joueur gagneEl@t s’il N’y en a qu’une, il gagned. La question est de savoir si
ce jeu est rentable pour le joueur. Cet exemple sera utiligéatolong de la lecon.

Objectif : La recherche de I'univerQ étant souvent difficile, I'introduction des « variablesaitires »
permettront de se ramener a I'étude d’applications d’'unéepde R dansRR, généralement plus facile a
étudier. ..

Soient2 un ensemble fini?((2) les parties de® et P une probabilité. On se place dans I'espace probabi-
lisé (Q2, Z(Q2), P).

6.1 Définitions et propriétés

6.1.1 Variable aléatoire

Définition 1 : On appellevariable aléatoire réell¢notée dans la suite v.a.r.) toute applicationX : ) —
R. X () est appeléunivers image

6

Exemple Si (2 désigne I'ensemble des tirages de 2 boules parmi 6, gkrs 5

) = 15. Si X désigne la

v.a.r. représentant le gain du joueur sur une partie, ddfs) = {—2, —1, 8}.
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6.1.2 Probabilité image

Proposition 1 : L'application

’PW(X(Q)) — [0, 1]
A — P(X_l(A))

est une probabilité sur X (€2).

démonstration

e P(X() = P<X—1(X(Q))) = P(Q) = 1, puisqueP est une probabilité suf.

e Soientd, B € X (0) deux ensembles distincts. Ald?§$AUB) = P(X '(AUB)) = P(X}(4)U
X~H(B)) =P(X~1(4)) + P(X!(B)) = P(A) + P(B).
Eneffet X 1(AUB)={we Q| X(w)€ AUB}={we|X(w)e A}U{we ]| X(w) €
B} = X71(A) U X~1(B). Remarquons aussi qu¢N B = @ = X Y(A)N X Y(B) = g car
XN A)NXB)={we Q| Xw)e AN B}.

e Soitd € 2(X(Q)), P(A) =P(X'(A)) € [0,1], carP est une probabilité suf.

P vérifie la définition d’'une probabilité suk (2). |

Notations: Par définition, X *(4) = {w € Q | X(w) € A}. On notera plus simplement cet ensemble
X € Adans la suite, de sorte qi(A) = P(X~'(A)) s’écriveP(X € A). Ainsi, siA = {z} est un
singleton (réel), nous noterof§ X = ), et siA = | — oo, x] (par exemple, avee réel), nous noterons
P(X < x).

\Définition 2 : L'application P définie ci-dessus est appelg@@obabilité imagede lav.a.r. X : ) — R,

Remar que 1 :Dans le cas général d'un espace probabilisé de la fofing”, P) ou .7 désigne une tribu
de (), pour queX soit une v.a.r., il faut ajouter la conditionw&” € R, X~}(K) € 7 ». La condition est
naturellement respectée dans le cas particdlier Z(2).

6.1.3 Loi de probabilité, fonction de répartition

Définition 3 : P est appelédoi de probabilitéde la v.a.r. X. La fonction

Fx:R — [0,1]
r — P(X <x)

est appelédonction de répartitionde X .

Remar que 2: Fx(z) =P(X <) = P(X~!(] — oo, z])) pour étre mathématiquement rigoureux. . .

Exemple Il s’agit de déterminefP({w}) pourw € X(£2), afin d’établir la loi de probabilité dé& . Dans
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notre exemple, nous déterminons que

P({S}):P(X:é%):ﬁ(@)-(g)>Z% ; P(X=—1>=% ; P(Xz—?)z%-

On peut représenter une telle loi par un diagramme en batappglons que I'ensemble des valeurs est
fini) :
11

8/15
6/15

| | s
-2 -1 0 8

Remar que 3: Z P({w}) = 1. Cela se vérifie sur notre exemple.
we X(Q)

Proposition 2 : Soit X une v.a.r. prenant les valeurse; < --- < x,,. Alors :
() Ve<xz,Fx(x) =0,; Va>z,,Fx(x)=1,
(i) Fx estcroissante suiR ;

(i) P(X =x;) = Fx(x;) — Fx(®i—1).

démonstration:
(i) Yie{l,...,n},x < x; (resp.x > z;), doncFx (z) = 0 (resp.1).
(i) Soienta < b. Alors (X < a) C (X <b),doncP(X < a) < P(X <b),douFx(a) < Fx(b), et
Fx est croissante suR.
(i) P(X =) =P(X <) —P(X <) =P(X <) - P(X <wi1) = Fx(2i) — Fx(wi-1).
La proposition est ainsi démontrée. |

Conséquences
— Fx est continue a droite ; _
—Vie{l,....n—1}\Va € [z, i, Fx(x)=>,_, P(X =ux).

Exemple : On détermine toujours sur le méme exemple que :

0 Si < —2,

6/15 si —2<zx<—1,
14/15 si —1<z <8,
1 Si x>8.

On peut aussi représenter la fonction de répartition gopgment :

VZ’GR, Fx(ZE):

14/15 | 14 ! %
6/15 ——
—F : :
-2 -1 0 8
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6.1.4 Variables aléatoires indépendantes

Définition 4 : Deux v.a.r. X etY définies sur (2, #(£2), P) sont dites indépendantes si

Vz,yeR, PX=zY=y)=P(X=2)n(Y =y)) =P(X =2) -PY =y).

6.2 Espérance, variance, écart-type

6.2.1 Espérance

Définition 5 : Soit X : Q@ — R une v.a.r. telle que X () = {z1,...,z,}. On appelle espérance
mathématiquede X le nombre E(X) défini par

n

E(X)=) x; P(X =x).

1=1

6 8 1 4
ExempIeE(X):—Q-E—1.1_5+8.E:_g_
Le jeu n’est donc pas rentable pour le joueur puisqu’il paEtédin moyenne 4/5 € par partie.

Proposition 3 : SoientX, Y deux v.a.r. définies sur(2, et A\, u € R. Alors
E(AX + pY) = AE(X) + pE(Y),

etsiX estlav.a.r. telle queX (©2) = {A}, alors E(X) = A.

démonstration: E(AX) = >" Az P(AX = Az;) = A\Y 2 P(X = z;) = AE(X). SiX

désigne la v.a.r. ne prenant que l'unique valeymlors

1
E(X)=> AP(X =) =X-1=2X

=1




Variables aléatoires et propriétés 5

Notons enfin, ..., z, I'ensemble des valeurs prises par la v.&r+ Y. Alors
n n n
E(X+Y) = ) 5PX+Y=2z)=> > PX=z,Y=y)z
p=1 p=1 =1
Ti+Yj; =2p
n n

=P(X=x) =P(Y=y;)

3

.
Il
—

= 2 P(X =m) + > y; P(Y =y;) = B(X) + E(Y).
: =

L'égalité (1) est justifiée par le fait que les sommes sont finies. La (2jgirbdu fait que poui et j
fixes, il N’y a qu’'un seul entiep vérifiant la relationz; + y; = z,. [ |

Proposition 4 : Si X etY sont deux v.a.r. indépendantes définies sur, alors

E(XY) = E(X) E(Y).

démonstration Notonsz1, ..., z, I'ensemble des valeurs prises par la v.&1Y . Alors, en procédent
comme précédemment,

B(XY) = Y %PXY=2z)=) Y PX==zY=y)sz
p=1

p=1 4 j=1]
Ti+Y; =2p
n n
= Z ZP(X—a:i,Y:yi) Zp
i,j=1| p=1
Tty =Zp

> O P(X =, Y = yi)(ziy;)

1,j=1

i=1 J=1

—
=

ou I'égalité (3) provient de la définition de I'indépendance entretY . [

Remar ques 4:
— X — E(X) estune v.a.r. dite « centrée », c'est-a-dire d’espéranite. nu
— Laréciproque de cette proposition est généralementdaoemme le prouve I'exemple donné en 4.4.
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6.2.2 Variance et écart-type

Définition 6 : On appelle varianced’une v.a.r. X définie surQ le nombre V(X) = E((X — E(X))?).
L' écart-typede X est alors définie par le nombres(X) = /V(X).

Remar que 5 : La variance est toujours positive, car

V(X) = B((X = B(X))*) =3 (@i = B@)" P(X =),

4\ 4\? A1 144 :
Exemple: V(X) = <—2——> Al + (—1——> Ll + (8——) — = — = 0,76. D'ou aussi

12

Proposition 5 (formule de Kcenig-Huygens) : Toute v.a.rX sur 2 d’espéranceE (X)) vérifie I'égalité
V(X) = E(X?) — E*(X) (onanotéE?(X) = (E(X))?)

démonstration: V(X) = E((X — E(X))?) = E(X? - 2XE(X) + E*(X)) = E(X?) -
2E(XE(X)) + E(E*(X)) = E(X?) - 2E(X)E(X) + E*(X) = E(X?) — E*(X). |

Remar que 6 : On pourra vérifier sur noter exemple que la calcul donne imenésultat que celui trouvé
précédemment (bien heureusement!).

Proposition 6 : Pour tous réelsa, b,

V(aX +b) = a’V(X).

De plus, siX etY sont deux v.a.r. indépendantes suf?, alorsV(X +Y) = V(X) + V(Y).

démonstration: V(aX +b) = E((aX 4+ b — E(aX 4+ b))?) = E((aX +b— aE(X) — b)?) =
E(a*(X — E(X))?) = a®V(X). De plus,

VIX+Y) = BE(X+Y -EX+Y))?
= E(X-EX))?*)+E(Y -E(Y))?) +2E((X - E(X))(Y - E(Y)))

(
= V(X)+V(Y)+2E(XY - X(E(Y) - Y(E(X)+ E(X)E(Y))
V(X)+V(Y)+2E(XY) —2E(X)E(Y) —2E(Y)E(X) +2E(X)E(Y)
= V(X)+V(),

ou la derniére égalité provient de la proposition 4. [ |
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6.3 Divers
Proposition 7 (inégalité de Tchebychev) : SoiX une v.a.r.. Alors
E(1X]")
Vr>0,Ve>0,P(|X|>e) < —.
8’)"
démonstration:
E(X[) = Y |lulPX =wz)= Y |u[ PX=wz)+ > |&| P(X=u)
i=1 i=1 i=1]
lzi|<e |zi| =€
>0
> Y Jm PX=xz)> Y PX =)
i=1| i=1|
|zil Ze |zil Ze
= & Y PX=xz)=¢P(X|>e),
i=1|
|.1‘1‘>6
d’ou le résultat en divisant les deux membres gar- 0. |

Proposition 8 (inégalité de Bienaymeé-Tchebychev) : SoX une v.a.r.. Alors

V(X
Ve>0,P(|X — E(X)| > ¢) < (2 ),
13

démonstration: Il suffit d’appliquer la proposition précédente a la v.a¥.— F(X), avecr = 2. B

Ces outils nous permettent en particulier de démontrer failoie des grands nombres :

Théoreme 1 : Soit(X,),cy. Une suite de v.a.r. indépendantes de méme loi, d’espérangeet de
variance o2. Alors

Ve>0, IlimP

n—oo

(‘X1+"'+Xn

—u‘}s)zo.
n

démonstration: Soitn € N*. PosonsS,, = X; + --- + X,,, de sorte que (par indépendance),
E(S,) = npetV(S,) = no?. DoncE(S,/n) = petV(S,/n) = o2 /n. Par l'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev, en se donnantaiz 0, on aP (|22 — u| > 0) < 4V (22); cest-a-dire

dt

d’ou le résultat en passant a la limite. [ |

2
9
n E°n

S"—M’>0>< Lo
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6.4 Exemples

6.4.1 Lespérance et la variance autrement. ..
Soitg(t) = E((X —¢)?), ouX estune v.a.r. etun réel. Etudions les variations ge
( E((X —t)?) — E*(X —t) = V(X) (rappel :V(aX + b) = a®*V(X), ici aveca = 1 et

—t) doan(t) V(X)+E*(X —t)= (t—E(X))2+V(X). Par suiteg atteint son minimunV (X)
ent = E(X).

6.4.2 Loi uniforme discrete

Soit X une v.a.r. définie suf(2, 2(Q2),P) telle que X (2) = {1,...,n} et pour toutk € {0,...,n},
P(X = k) =1/n. CalculonsE(X) etV (X).

BE(X) = ZiP(X:i):%Zi:n—'—l.

(n+1)(2n + 1)'

[\

E(X?) = Zz‘QP(X:@'):% 2=

DouV(X) = E(X?) - E*X)=

6.4.3 Surprenant?

On dispose de € N* boites etn boules, chacunes numérotéesidien. On range au hasard lesboules
dans les: boites (une seule boule par boite). On désigneXplr nombre de « coincidences », c’est-a-dire
le nombre de boites contenant une boule de méme numéro. @aailinterprétons’(X).

SoitQ = {bijectionsy : {1,...,n} — {1,...,n}} etX; le nombre de coincidences dans-i@me boite
(doncX; € {0,1}) défini par

1 si w()=1

Vwe Q, X;(w)= { 0 si w(i)#i.

Alors il est évident queX = > " | X;, d’'ou

n n 1
:;E( ZOP 0)+1-P(X; = :ZE

Quelque soit I'entier, £(X) en est indépendant. Plus fort encore, on peut espérer neetrqu’une seule
boite contenant une boule de méme numéro, quelque soit lbreafe boites!!!

6.44 E(XY)= E(X)E(Y)avecX etY non indépendants

On lance deux dés équilibrés et I'on noteet Y les obtenus X et Y suivent donc la méme loi : la loi
uniforme discréte sufl,...,6}). Soientaussilesv.a$. =X +Y etD =X - Y.
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1. MontronsqueP(S =2,D =2) #P(S=2)-P(D =2):
P(S =2,D = 2) = 0. En effet, aucun lancer de dés n’assure une somme égade¢ @ne différence
égale &. De plus, on détermine qu&(S = 2) - P(D = 2) = - # 0. Les v.a.r.S et D ne sont
donc pas indépendantes.

2. Montrons que E(SD) = E(S)E(D):
E(SD) =E((X+Y)X -Y)) = E(X>-Y? = E(X?) — E(Y?) = 0 carX etY suivent la
méme loi. De plusE(S)E(D) = E(X +Y)E(X —Y) = (E(X) + E(Y))(E(X) - E(Y)) =
FE?(X) — E*(Y) = 0 pour la méme raison. D’ou I'égalité recherchée.

6.5 Commentaires

1. Si I'on se donne deux v.a.r.X etY ayant la méme loi de probabilité, sont-elles nécessaire-
ment les mémes NON. Prendre par exemple = {w;,ws, w3}, X définie parX (w;) = X(wq) =
0, X (w3) = 1 etY définie parY (w;) = Y(w3) = 0,Y(wy) = 1, avec une probabilit® définie par
P(X=0=P(X=1)=P(Y=0)=P(Y =1)=1/2.

2. Comment justifier le calcul de I'espérance d’une v.a.r. suignt une loi binomiale de parametres
n € N*etp €]0, 1[, en supposant gu’elle soit connue (elle vautp) ? On pourrait partir de la
définition de I'espérance, mais cela demandera un travaslidérable sur le maniement des sommes
et suppose de connaitre la formule du binbme de Newton.piré&trable pour un éleve de dire qu’'on
peut considérer cette v.a.r. comme la répétitiom épreuves indépendantes de Bernoulli, et utiliser
la linéarité de I'espérance.



