LECON N° 8 :

Séries statistiques a deux variables
numeriques. Nuage de points associe.
Ajustement affine par la méthode des

moindres carrés. Droites de regression.

Applications. Lexpose pourra étre illustré

par un ou des exemples faisant appel a
I'utilisation d’'une calculatrice.

Pré-requis:
— Résultats sur les séries statistiques a une variable ;
— Trinbme du second degré (forme canonique, minimum) ;

— Equation d’une droite dans?.

On se place dans un plan affine euclidiéh rapporté & un repére orthogohdb, 7, ), de directionP .

8.1 Séries statistiques a deux variables

Définition 1 : Soit Q2 = {wy, ..., w,} une population de taillen € N*. On dit que deux variables X et
Y définissent sur() une série statistique doublér;, yi)lgi@, avecX (w;) = x; etY(w;) = y;, lorsque :

— T <K Ty,
— X () etY(Q2) ne sont pas des singletons.

Conséquence - notatiarNous avons donc les résultats suivants (aussi valablesngplaicantX parY et
x; pary;), qui introduisent des notations utilisées dans la suite :

H; cary; — ax; — b # M;H; sile repere n'est pas orthogonal. En effet, pour le calkfjlH;
M correspond a la longueur du segment bley; etax; —b correspond a la longueur du segment
rouge. Cette notion d’orthogonalité doit étre présentan@ne la variante de démonstration

du théoréme 1 présente en fin de legon.
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Exemple On demande a 8 éleves de terminale leur tailledt leur poids {/) (ou plutbt. . .« masse » pour
étre physiquement exact!). Voici les résultats :

Taille (cm) || 158 | 159 165 165] 172 | 174] 180 182
Poids (kg)|[ 54 | 53 | 58 | 53 | 63 | 69 | 81 | 84

On entre(z;) et (y;) dans les deux premiéres colonnes de I'éditeur de listes deldalatrice, et on fait
tracer le nuage de points associé a cette série statistayplmed(attention a bien configurer la fenétre gra-
phique!!!):
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Cet exemple sera utilisé dans toute la suite de cette legon.

Définition 2 : Dans (O, i, 7) on appellenuage de pointassocié a la série statistique doubler;, ;) ;<
'ensemble des pointsM; € & de coordonnéegz;,y;). Le point de coordonnées X,Y) est appelé
point moyenet est notéG.

Remar que 1 : G estlisobarycentre du systeme de poifils; }, ;.-

Définition 3 : Soit (2, yi),<,«, Une série statistique double. On appelleovariance du couplg.X,Y) le
réel noté Cov(X,Y)ouoyy, €égal a

n

Cov(X,Y) =oxy = B D (@i - X)(yi - 7).

n <
1=1
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1503
) = (169, 375: 64,5) etopy = —— = 93,9375.
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Proposition 1 :
1 -
() oxy " ;:1 Y

(i) Pourtousréelsa,b, c,d, cox+bey+d = ACOX,y ;
(i) |ox,y| < ox oy, avec égalité si et seulement si |g8f; sont tous alignés.

démonstration:
(i) 1l suffit de faire quelques calculs pour démontrer cette égalité :

1 - - 1< —
oxXy = EZ(% - X)(yi—Y)= EZ(l'iyi Yz - Xy + XY)
i=1 i=1
1 n L L 1 n 77
= =) wiyi—2XY 4+ XY == zmy—XY.
n =1 n =1
(i) 1l suffit a nouveau de faire des calculs, en utilisant le résultat préo¢d

1< -
TaXtbey+d = - > (az; +b)(cyi +d) —aX +bcY +d
=1

1 — . o
= 5§:WWWH%MW+%%+hD—MX+®@Y+®

=1

1 — o _— o
= ac— Y iy +adX +bcY +bd— acX Y — adX — beY — bd
n
=1

n

= ac (1 sz Yi —XY) =acoxy.

i

(i) PourtoutA € R,onaciy .y >0.0ro3y v = = Aok +2Xoxy+o3. Notons quey # 0
car X (£2) n’est par définition pas un singleton. Nous sommes donc en présemctiddme du
second degré qui est positif, son discriminanest donc négatif, c'est-a-dive;; y — 0% o3 <0,
soit ‘O’X7y| < oxoy.

De plus,o%y = 0% 0y © A=0& 3N €R |0} x1y =0.0ro} x,y =0& - &
Vie{l,...,n}Xo(z; — X)+ (y; = Y) = 0= Vi, M;(z;,v;) € d, oud est la droite d’équation
Mo(z — X) + (y—Y) = 0. Réciproquement, s'il existe une droite d’équatios ax + b telle que
pour touti, y; = ax; + b, alorsY = aX + b, et le calcul donnergf’y =a%’0% =oxoy.

Remar que 2 : L'inégalité de (iii) porte généralement le nonmnBgalité de Schwarz

8.2 Ajustement affine

On cherche une droite d’équatign= ax + b qui approche au mieux tous les points du nuage d’'une série
statistique double. Sojtr;, ), ;,, Une telle série. Il existe alors plusieurs methodes :
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— manuelle on trace une telle droite selon le « bon sens » sur le graph&jl’'on en déduit etb.

— moyenne il s’agit de calculer pour chaque sous-nuage les coordesdeé point moyen. On obtient donc

un nouveau nuage de point&';, Gs, . . . et 'on recommence avec ce nuage.
— des moindres carrég’est celle que I'on va développer ci-dessous.

On cherche: etb tels quep(a, b) = 3.7 (y; — ax; — b)2 soit minimale. DangO, 7, 7), si I'on se donne la

droite 7 d’équationy = ax + b et H; le projeté deM/; parallélement & I'ax€Oy) pour tout: entre 1 etr,
alorsona

n

p(a,b) =Y (MH,).

i=1

Définition 4 : Si a et b minmisent ¢, alors Z : y = ax + b est la droite réalisant un ajustement affing
du nuage de points selon la méthode des moindres carrés. Ort due Z estla droite de régression d
Y enX.

Théoréme 1 : Il existe une unique droiteZ réalisant un ajustement affine du nuage de points selon

moyen. On a donc :
OxX)Yy
o%

Dy = z+ (Y —aX).

démonstration Ona:

n n n

Y (MGH)? = Y (yi—axi—b)* =Y [(yi — aw;)” - 2b(yi — ax;) + 7]

=1 =1 =1

n n n
= ny —2aZwiyi+a22x?+n(b— (?—aY))2 —n(Y —aX)?
i=1 i=1 =1

méthode des moindres carrés. Son coefficient directeur eat = o x,y /0% et elle passe par le point

e

a

= (Zn: y? — nY2> —2a (Zn:xz Yi — nXY) +a® (Zn:xf - nX2> +n(b— (Y —aX))®
i=1 =1

=1

2
- o 1
=n (bY+aX)2+<aJXX’Y> +2(032/0'§(J§(Y)].
ox Ox ’

Or o*(0% 0% — 0% y) est un nombre positif indépendantdetb, donc

n

1
Z(MiHi)2 2 07(012/ ok —oXy);
X

i=1

avec égalité si et seulement si

b_?‘i_a/y:o a:o-)(iéy
ao —UX’Y—O At Ix
X ox b=Y —aX.

En fin de lecon est proposée une variante a cette démonstration. [ |



Séries statistiques a deux variables numériques 5

Remar ques :

1. D’aprés cette démonstratiop, , M;H; = 0 < o (0% 0% — oky) =0 & |oxy| = oxoy, et
I'on retrouve un résultat précédent;;
2. On peut aussi déterminer la drofi# de régression d& enY. Sil'on note?’ : x = o'y + ¥/, alors
(en inversant les réles d€ etY dans le théoreme précédent), on a
o = 2% et ¥V=X-4dY.

2
Oy

Donc: -
* P sGcarX =dY +V.
* Sioxy =0,alorsa =a =0,doncZ/ (Ox)et?') (Oy).
* Sioxy # 0, alorsa’ # 0 et donc
1 v
Dy = it
Alors 2 = 7' & a = 1/d' & 0%y = 0% 0y & M, alignés. Il est & noter que la condition
b= —b'/a’ n'est pas utile puisque les deux droites passent par le paigéen.
* a eta’ ont méme signe, celui dey y, donc

O-X,Y\O-XO—Y a4l X a// .

Définition 5 : On appelle coefficient de corrélation linéaire entr&X etY le réel noté R égal a

OXYy

R =

UXUY.

Remar que 4:
- —-1<RK1 (Car|0'X,y| < O'Xo'y);
— Plus les points du nuage sont « alignés », pRlsera proche de 1.

Exemple On détermine dans notre exemple que
2y =1,305x — 156,53 et 9y =1,424x — 176, 66,

ainsi queR = 0,957, d’ou une bonne « corrélation » entfeet . Voici la capture d’écran obtenue a la
calculatrice (dans I'éditeur de liste, la possibilité décaker I'équation d’une droite de régression et de la
mémoriser dans une variable se fai le menuF5) :
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8.3 Applications

8.3.1 Ajustement par une fonction exponentielle

Sil'on a I'impression a la calculatrice que le nuage de popuurrait étre approché par une fonction ex-
ponentielle, on détermine d’abord une droite de régresgiennz + p = In(a)z + In(\) (a et A existent
dansR’ carln : R} —— R est une bijection) du nuage de points associe a la serie@oubln y;). Alors

le nuage de points initial est ajusté paexp(ax + b) = Aa”.

8.3.2 Ajustement par une fonction puissance

Si les pointsM;(x;, y;) sont proche de la courbe d’équatign= X z*, alors les pointgIn z;, In y;) sont
proches de la droite d’équatign= ax + In\, et réciproquement.

8.3.3 Autres

Evolution (linéaire, exponentielle, ...) d'une statisiégsimple (par exemple une population, le tarif d’'un
produit, ...) en fonction du temps.

Variante de la démonstration du théoreme 1

On poseY = (y1,.. ., yn), X = (21,...,2,), U =(1,...,1) ety(a,b) = ||Y —aX — BU||3:

— — — —
On cherche done etb tels quen X + bU = OH. Sachant qué®Y — OH = HY,ona

(1)

0
(Y —aX —bU)-U=0. (2)

{ (Y —aX —bU) - X =

(a, b) est unique par unicité du projeté orthogoflatieY” (si X etU sont non colinéaires, ce qui est exclus
par le fait queX (§2) n’est pas un singleton). AlofQ) < nY —anX —bn =0< b =Y —aX (OuU encore
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Y = aX + b, doncG est sur la droite). On conclut ensuite avec I'équation (1) :

(1) < Z(yi—aaci—b)xi:0<:>leyi—a2x?—b2xi:0
i=1 i=1 i=1 i=1
& nXY —anX? — (Y —aX)nX =0
& aX2—aX =XY - XY
=

OXYy

==
Ox



