LECON N° 39 :

Réflexions du plan échangeant deux
droites secantes données, bissectrices.
Applications au triangle et au cercle (cercle

Inscrit, tangente a un cercle, ...).

Pré-requis:

— Géométrie affine et vectorielle ;

— Médiatrice, barycentre ;

— Projection orthogonale, réflexion : définitions et propést

On se place dans un plan affine euclidig¢h(les angles orientés sont inutiles). Au collége, la bisgsct
d’'un angle géométrique est définie comme étant un axe de sgmét

39.1 Reéflexions et bissectrices

39.1.1 Bissectrices de deux droites

Théoreme 1 : SoientZ et 2’ deux droites de &? sécantes en un poinD. Il existe exactement deu
réflexions échangeantZ et 2’. Leurs axes sont perpendiculaires et passent pap.

démonstration:

Analyse :SoitA une droite telle quea (2) = 2. PuisqueZ N 2’ = {0}, sa({0}) = sa(Z2NZ') =

sa(2)Nsa(2') = 2"’ 29 = {0}. Soient alorsA € 2 différent deO et A’ son image pasa. Alors
OA = OA’, de sorte qued’ € 2" N % (0O,0A). D'ou deux points possibles, notds et A;. On pose
alors A; (resp.Az) la médiatrice dgAA;] (resp.[AAs]).

Synthése sa,(0) = O etsa, (A) = Ay impliquentsa, (2) = sa,(OA) = (OA') = &, et I'on
montre de méme quer,(2) = 2. De plus,[AA;] est un diamétre du cercle” défini plus haut,
contenantA;, donc le triangleA; AAs est rectangle emd. Or (AA;) L A et(AAz) L Ay, donc
Al 1 AQ. .

Exercice: Montrer que siu et v’ sont respectivement des vecteurs unitairegds 2/, alors les axes de

—

symeétrie sont dirigés pat + .

Convenons tout d'abord w = (7)4/”@” et v = OA1/||OA1|| (ce quiimplique d'ailleurs que — v = OAs/||OAs|| par construc-
tion de A; et Ay).
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W + T : On ales égalités suivantes :
_— — [N — —_— 1 —_— = —_—  —
AAL (W +7T) = AA;- (OA/||OA|| +OA1/||0AL]) = ] (0A; — OA) - (OA + OA7)
—
- (loA7)2 — 104)1?) =
0]
W — @ : On montre de méme que :
— _ —_— —_— — — —
AAs - (W — V) = AA; - (OA/|0A| + 043/||0Az] ) = FozT (I043]% - |OA)?) = 0
. s L. s . —_— —_—
Dans ces égalités, nous avons évidemment utilsé le fait que ||OA| = ||OA: | = ||OA2||. &

Propositon1: A UA;, ={M € & | d(M,2?) =d(M,2")}.

démonstration:
"C": SoitM € Ay UA,. SiM = O, alors il est évident qué(M, 2) = d(M, 2") = 0. Supposons

alors M # O.
On peut considéreM € A;. SoientP le projeté orthogonal dé// sur

9, de sorte quel(M,9) = MP, etP’ = sa,(P). Alors P’ € 2" et
MP = MP' (eneffetsa, (M) = M). Par suitesa, (MP) = (MP'), et
puisquesa, conserve l'orthogonalité, on a I'implicatioy L (M P) =
2' L (MP'), doncP’ est le projeté orthogonale d&/ sur &’ et réalise
donc le minimum de la distance d¢ a la droite 2/, c’est-a-direM P’ =
d(M, D).

"D": SoitM € Ztelqued(M,P) = d(M,2'). SoientP (resp.P’) le projeté orthogonal dé/ sur
2 (resp.2’) et d la médiatrice dgPP’]. AlorsM € dcard(M,?) = dM,2') < MP =
M P’. On en déduit que,(2) = 2’, doncd est I'une des deux bissectricAs ou As.

39.1.2 Reéflexion de demi-droites

Définition 2 : Soient Z et 2’ deux droites sécantes en un poinO, A € Y et B € 2’ deux
points disctints de O. On appellebissectrice intérieure de I'angledO B la droite notée A; telle que
SA, ([OA)) = [OB). Ladroite A, perpendiculaire 8A; passant parO est alors appelédissectrice

extérieure de I'angleAO B.

Remar que 1 :Siw et sontrespectivement des vecteurs directeurs des diits?’, alorsA; (resp.A;) est
dirigée paru’ + v (resp.u — 0).

39.2 Application au triangle et au crecle

39.2.1 Cercle inscrit et exinscrit

Définition 3 : Soit ABC un triangle non plat de £2. Les bissectrices intérieures (resp exterleures) du
triangle ABC sont les bissectrices intérieures (resp. extérieures) daeglesBAC’ ACB etCBA.
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Théoréme 2 : Dans un triangle ABC non plat, les trois A

bissectrices intérieures sont concourantes en un point, 45

barycentre du systeme{(A,a), (B,b),(C,c)} (ou a = "‘

BC,b = AC etc = AB). C’est le centre du cercle ins- o A«k
crit au triangle. B

démonstration: SoitI le barycentre du systemgA, a), (B, b), (C,c)} (on remarque quel BC' non
plat= a + b+ ¢ # 0). Onadonc:

— 1
VMe?P, MI=———aMA+bMB+cMC)
a+b+ec
- 1 — — be AB A—C>'
MEA AT (bAB + cAC) = +=—.
at+b+c a+b+c |AB]| IAC|
| S L —

=

— ., . . . . . . L. .
Donc AT et W sont colinéaires. Maisz est un vecteur directeur de la bissectrice intérieure issue de
I'angle A, donc(AI) n'est autre que cette bissectrice. On procéde de la méme maniérdAved et

M = C pour en déduire qué est bien le point d’'intersection des trois bissectrices intérieures.

Par ailleurs, en notanf{ (resp. K, L) le projeté orthogonal dé sur (BC) (resp.(AC) et (AB)), on
montre que les triangleglI K et AIL sont isométriques (en effet, il ont un cété en commun [sur la
bissectrice issue dﬁ], un angle droit chacun et un autre angle identique [grace a la bissesgjriclonc
quelK = IL. De la méme maniére, on trouvd, = ITH. Le cercle de centré passant par ces trois
points est défini de maniere unique, et il est tangent aux trois cotésahgle (par construction de
H, K et L), donc c’est bien le cercle inscrit. [

Théoréme 3 : SoitA BC un triangle non plat. La bissectrice intérieure issue deA (resp. B, C) et les-
bissectrices extérieures issues des deux autres anglestssmmcourantes en un pointl 4 (resp. Ig, I¢)
qui est le centre du cercle exinscrit relatif au premier somnet. De plus,I 4 est le barycentre du syst
teme {(A, —a), (B, b), (C,c)} (resp. I est le barycentre du systéemg (A, a), (B, —b), (C,¢c)},
I estle barycentre du systemq (A, a), (B, b), (C, —c)}).

démonstration Soit! le barycentre du system¢A, —a), (B, b), (C,c)} (on remarque quel BC' non
plat=- b+ c—a # 0). Onadonc:

— 1
VMe®, MlI=-————(—aMA+bMB+ cMC)
b+c—a
M=A — 1 — — be ZE Z@
=4 Al——— (bAB + cAC) = — + .
be—a b+c—a<|ABn |Tc||>
~— ——

=

Donc Al et @ sont colinéaires. Mai& est un vecteur directeur de la bissectrice intérieure issue de
'angle A, donc(AI) n'est autre que cette bissectrice. Avkt = B et M = C, on trouvera par ce
calcul un signe- dans la parenthése, qui prouve que!) et (C) sont les bissectrices extérieures. La

conclusion quant au cercle se traite de la méme maniéere que dans lerin@précédent. |




4 Réflexions du plan échangeant deux droites sécantes

lllustrons ceci par une figure :

Remar que 2 : I estl'orthocentre du trianglés Iz 1. En effet,(Ip1¢) est la bissectrice extérieure issuetlet
(AI) > 14 sa bissectrice intérieure. Le théoréme 1 nous assure qu’elle sonhgdiegdaires, de sorte quesoit bien
sur hauteur issue digy du trianglel 41z I-. De méme pour les autres cOteglc etI41p.

39.2.2 Tangente a un cercle

Proposition 2 : Soit M € &7, extérieur a un cercle%’ (€2, r) donné. Il y a exactement deux tangentes
a ¢ passant parM. De plus, si I'on noteT" et T” les intersections ave&’, alors la doite (2M) est la

bissectrice intérieure de I'angleT MT".

démonstration: La réflexion d’axe2M) conserve le cercle, puisque cette droite porte un diametre
du cercle. Noton§ = s (T) € €. (QT) L (T'M), donc par conservation de I'orthogonalité, on a
s (QT) L sy (TM) < (QT1) L (T1M). Or Ty € €, doncTy = T', et(2M est la bissectrice

intérieure de I’angIéT/M?’. [

Remar que 3 : Pour mieux se représenter la chose, considérerdjest le plus grand cercle de la figure page
précédente) = 14 et M = A. Alors (QM) = (Al4) qui est bien la bissectrice intérieure de I'andle
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39.2.3 Rapport de longueur

AB  Bl,

Proposition 3 : Soient ABC' un triangle non plat, 14 (resp. J ) le pied de la bissectrice intérieure
(resp. extérieure) issue ded. Alors on a 'égalité

BJa

AC  Cl. CJa

démonstration: Soit H 4 le pied de la hauteur issue dé& SoientK et L (resp.K’ et L') les projetés
orthogonaux dd 4 (resp..J4) sur (AB) et (AC) (voir figure ci-dessous). On a alors quiél4 = LI,
et K'Jy = L'J4 (les trianglesALI, et AK T4 sont isométriques, de méme que mes triangl&s.J 4

et AL'J,). Alors d’une part

/(ABI,) LAB-KIx AB

A (ACIy)  LAC- LIy,  AC
D’autre part,

/(ABJs) 3AB-K'Jy AB

A (ACJa)  TAC-L'Jy  AC

\oici la figure correspondante :

et

et

/(ABI.) $BIy-AHj By

d(ACILx)  L3CIy-AHy Cla

o/ (ABJs) 35BJa-AHx Bl

A (ACJx)  3CJs-AHy  CJa’




