LECON N° 40 :

Recherche des isométries du plan
conservant un carré, un losange, un
parallelogramme, un rectangle (dans

I'ordre que I'on voudra).

Pré-requis:

— Notions de groupes, groupes finis (table, ordre d'un élément)

— Isométries affines d’'un plag? (elles forment un groupe, elles conservent le barycentseet détermi-
nées par trois points non alignés) ;

— Notions de déplacements (isométries positives) et d'goladéments (isométries négatives) ;

— Polygones convexes : définition et propriétés (en pargculles sommets d’'un polygone convékesont
les seuls points d€ a ne pas étre milieux de deux autres points distinct®de

On se place dans un plan affine euclidien oriegéOn noteld l'identité sur &2, sa la symétrie d’axe),
sy la symétrie de centrg, etro ,, la rotation de centr® et d'anglea (mod 27).

40.1 Geénéralités

SoientA C &2 et P un polygone convexe de centrte

Théoréme 1 : L'ensemblels(A) des isométries conservand muni de la loi de compositiono est un
groupe.

démonstration: 1Id € Is(A), doncls(A4) # @. Soientf, g € Is(A). Il s'agit de montrer quef o
g~! € Is(A). Déja, puisque les isométries du plan forment un groype,g est une isométrie. De
plus, f o g(A) = f(A) = A. En composant pag—! a droite, on trouvef(A4) = g~*(A), c’est-a-dire
g 1(A) = A.lls’en suitquef o g1 (A) = f(A) = A, etfog~t € Is(A). On en déduit qués(A) est
un sous-groupe des isométries du plan, c’est donc en particulieraupgt |

Proposition 1 : Soit f une isométrie conservantP. Alors f transforme tout sommet de P en sommet
de P, et conserve l'isobarycentre deP.

démonstration: Les sommets dB sont les seuls points d@ qui ne sont pas milieux de deux autres
points distincts deéP. Or toute isométrie conserve les barycentres, dérenvoie un sommet d@ sur
un sommet dé”. Notons alors/ l'isobarycentre deP. Alors f(I) est Iisobarycentre des images des
sommets dé, qui sont donc les sommets #gpuisquef conserveP), doncf(I) = I. |
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ConséquenceSi I désigne l'isobarycentre dB, les isométries conservam sont nécessairement celles
qui laissent/ invariant : I'identité, les rotations de centfeu les réflexions d’axe contenaht

40.2 Cas du parallélogramme

Dans cette partie? désigne un parallélogramm&BC D de centre) (qui est aussi I'isobarycentre).

Théoréme 2 : Le groupe des isométries conservant un parallélogmme (non carré, rectangle oy
losange) est constitué déd et so.

démonstration: D’apres la conséquence ci-dessus, toute isométrie conseRast soit I'identité,
une rotation de centr® ou une symétrie d’axe contenant

Rotation : Par conservation des distance§)A] sera transformé enOA] ou [OC], de sorte que
'image de A soit A ou C. Si c’'estA, alors l'isométrie est identité Si c’estC, alors I'isomé-
trie est lasymétrie de centr@® so (rotation d’angle plat).

Réflexion : Son axe passe alors pér. Par conservation des distances, cette réflexion condetvé’'}
et{B, D}, donc I'image ded est soitA ouC'. Si c’estA4, alors I'axe de symétrie est la droif©® A)
et 'image deB est nécessairemeni (car cette symétrie conserv®). Par suite,(AC) L (BD),
ce qui est absurde puisque n’'est pas un losange. Si c’eét, alors I'axe de symétrie est la
médiatrice dd AC. Or 'image deB estD, ce qui impliqueraif AC') et (BD) paralléles, ce qui
est aussi absurde.

Réciproguemenid et sp conservent bie®, d’ou le résultat. [ |

40.3 Casd'unlosange

Théoréme 3 : Le groupe des isométries conservant un losande (non carré) est constitué ddd, so,
SAC) et S(BD)-

démonstration: Un losange étant un parallélogramme patrticulier, le théoréme précéumrg assure
gueld et sp conservent le losang®. Ce sont les seules rotations car sindhserait un carré. De
plus, si une réflexion consen/e alors elle conserve ses diagonales (dam’étant pas un carre, ses
diagonales ne sont pas de méme longueur) : les deux seules réflexemettant sont 4y etspp).
Réciproquement, ces deux réflexions conservent bien le logange

40.4 Cas durectangle

Théoréme 4 : Le groupe des isométries conservant un rectangk (non carré) est constitué ddd, so,
sa etsas, OUA et A’ sont les deux médianes dé.

démonstration: SoientM, N, P, Q les milieux respectifs ded B], [BC], [C D] et[AD], de sorte que
M N PQ soit un losange noté”. D’aprés le theoreme preécédeid, so, s(1rp) €ts(yg) conservent”’
(O est aussi le contre d&”’, et[M P], [NQ)] en sont les diagonales, donc les médianest A’ de P).
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Or toute isométrie conserve les milieux, ddi¢so, s(rpysa = s p) €tsar = s(vg) conservent’.
Réciproguement, ces isométries conservent bien le rectéhgle [ |

Conséquencele groupe des isométries conservant un rectangle et undesg@espectivement) sont iso-
morphes.

Remar ques 1:

1. Z/A7Z et le groupe de Kleit%/2Z x 7/27 sont les seuls groupes (a isomorphisme prés) possédant quatre
éléments.

2. Les groupes des isométries conservant un rectangle et un lossssgelpnt aussi quatre éléments d’ottifsi
f estun élément distinct de I'identit¢? = 1d), ils sont donc isomorphes au groupe de Klein.

40.5 Casducarré

Théoréme 5 : Le groupe des isométries conservant un carrP est constitué de
Id, so, sa, sa’, S(ac), $(BD)> To,z €tro,—=,

ou A et A’ sont les deux médianes d#.

démonstration: Un carré étant a la fois un losange et un rectangle, les isoméitieso, sa, sa/,
s(ac), S(sp) conviennent. De plus, les reflexions échangeant ou conservanatgndles, seulesx,
sAr, S(Ac) €ts(pp) conviennent. Par contréd etso sont les seules rotations conservant les diagonales.
Celles qui les échangent transformetitB,C, D enB,C, D, A (ouD, A, B,C), c’est-é-direrai%.
Réciproguement, toutes ces isométries conservent le carré. |

Remar ques 2:
1. Ce groupe n'est pas abélien. En effef, z o s(ac)(B) = Aetsiyc)o ro-z(B) =C.

2. Ennotani = 7o = €ts = s(4¢), le groupe précédent s'écfitd, r, r2,r3, 5,708,172 05,7305}. ONn peut ainsi
"généraliser" le résultat précédent aux polygones régulgisn > 3 cbtés, de centre not@ :
On poser = r(, 2= €ts = 5(04) OU A €st un sommet d€,,. Alors
'n

Is(P,) = {Id,r,7%,...,7" Y s,ros,r?0s,...,r" Losh

40.6 Divers

40.6.1 Un théoréme utile

Théoréme 6 : Sif est une isométrie telle que I'image d’'un parallélogrammeP est un parallélo-
gramme P’, alors I'ensemble des isométries telles que I'image d@ soit P’ est

{foi, ©elIs(P)}.

démonstration Evident. .. [ ]
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40.6.2 lllustrations des différents cas ci-dessus

A B A A" B A A B
A A
D C D C D C

40.6.3 Exercices

Exercice: Inscrire un carré dans un parallélogramme donné.

Solution : ABCD est un parallélogramme donné. S'il existe un carré JK LM inscrit
dans ABCD, et si O en est le centre, alors sp envoie chague sommet du carré sur
le sommet opposé. Par conservation du barycentre, chaque coté de ABCD est
envoyé sur le coté opposé, donc O est aussi le centre de ABCD. Alors

J = ’I”O’%(M) € (CD)N ro,z ((BC))

Notons d = 1o,z ((BC)). Les autres points s’en déduisent alors par o,z - Voyons
encore pour quels parallélogrammes cette construction est possible :

o Si ABCD estun carré, alors (CD) = d et J quelconque sur (C'D) suffit & construire le carré recherché.

o Si ABCD estun rectangle, alors (CD) et d sont paralléles, impliquant (CD) N d = @, donc la construction est impossible.

o Si ABCD est un parallélogramme guelconque (non carré et non rectangle), alors (C'D) et d se coupent en un unique point,
qui apporte la solution recherchée, comme détaillée ci-dessus.

¢

Remar que 3 : Il existe des parallélogrammes pour lesquels les points du carré ne sessagement suA B,
[BC], [CD] et[AD]. La figure peut donc paraitre trompeuse (voir page suivante podigume). . .

Exercice : Suite a cette remarque, existe-t-il une condition telle gnbaque sommet du carré soit sur un
c6té du parallélogramme (et non a I'extérieur) ?

Pour cette question un peu plus délicate, nous aurons besoin de certaines notations : soient a I'angle B/CE, L =BC=AD et
¢ = AB = CD. Quitte a échanger les lettres du parallélogramme, on peut considérer que a est aigu et que L < £. On construit
alors un repére orthonormé (O, 7, 7). On note encore H le projeté orthogonal de A sur I'axe des abscisses, B celui de B sur
[CD] (existe car a est aigu et L < £) et I le point d’intersection des segments [AD] et [OH] :

A/

[ ]
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Nous notons enfin a; = cosa et as = sina. Dans le triangle BB;C, on a que

BB,
ag =
BC

L
< BBj = BCas = Las <  AH = 50&2.

De méme, dans le triangle ATH, on a que

I1H

T A

L
=4 IH:IAOQZEOQ.
On en déduit les coordonnées des quatres points A, B,C et D :
¢ L L { L L ¢ L L ¢ L L
Al -+ — - Bl—=+—-a1,— Cl—=—-—=a1,—— D|-—-—-a1,—— .
<2+20¢1,2012>7 ( 2-&-204172012), < 3 2041, 2042>7 (2 20617 2042>

Soient A’ et B’ les images respectives des points A et B par la rotation de centre O et d'angle g On détermine alors tres

L ¢ L L ¢ L
A (—Eag, > + 50{1) et B’ (—EOLQ, 3 + 5(11) .

facilement que

D’aprés ce qui précéde, le carré est totalement inscrit dans le parallélogramme si et seulement si les segments [A’B’] et [BC]
se coupent. Or

[ABN[BCl=2 & 3Q|Qc [AB]etQe [BO|
& Jaz,y e [0,1] | Q=Dbar{(A,x),(B,1—x)} et Q= bar{(C,y), (D,1—y)}
& Fz,y€ (0,11 | OQ =20A"+ (1 — 2)OB' et OQ = yOC + (1 — y)OD
& Jz,ye [0,1]|zA'+(1 —2)B =yC+ (1 —y)D
x4+ (1 —2)zgr =yzo + (1 —y)zp
& dxz,ye [0,1
wY [}|{ww+ﬂ—@w~ww+ﬂ—wm
z(2La1) =€+ Lay — Lag
& dzyy € [0,1}' { y(2€a1):€a2+€a1—L
1 {4+ Loy — Las
zzi Lo
& dzye (01| 1€o¢2+€a117L
y=- ——F——.

2 Y2651

. ™ . P . ~ . A P T
Remarquons au passage que si a = — (angle droit), ces deux équations se réduisent & £ — L = 0, amenant une infinité de
solutions si £ = L (cas du carré) et aucune solution si £ # L (cas du rectangle non carré).

Les conditions 0 < z < 1 et 0 < y < 1 donnent respectivement :

0<e <1 0<y<1
& 0<l+ Lay — Loy < 2Las & 0<lag + Lo — L < 20y
& —0—Lay < —Los <2Lay — 0 — Lon & L —tlay; <lag <20ay —Lbag + L
& f—Loay <Las <f+ Lai. & L-larSlaz S LA lar

Ces deux nouvelles conditions peuvent étre réduites a I'aide des hypotheses L < ¢, a1 = cosa € [0,1] et az = sina € [0,1]
(car a est aigu). En effet,

0<as<1 a1>0
Las < fas < ¢ < 04 Lo,

et
alt+az >l = E(a1+a2)>£>L = L —Ya; <flas.

Les conditions sont donc réduites aux deux inégalités
{—Lay < Lagy et fax <L+ Llaj.
Remarquons ensuite que

+a2>0
agfa%<1 & (g —a)(ae+ar1) <1 o142 ag —a] < ———.
a2 +ag
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Ce résultat nous permet de montrer cette que la premiére inégalité implique la seconde :

¢ — Loy < Lag =4 < L(Oél + 042)
Ot1+<%2>0 1 < £
a1 + a2 14
= ay —ap < %

<~ e(ocz — 041) < L

¥

bao < L+ Lag.

La condition pour que le carré soit inscrit dans le parallélogramme est donc finalement la suivante :

¢ — Lcosa < Lsina.

Figures :




