LECON N° 42 :

Groupe des isométries du plan :
decomposition d’'une isométrie en produit
de réflexions, groupe des déplacements,
classification des isométries a partir de
I'ensemble des points invariants.

Pré-requis:

— Distances, produit scalaire, applications affines;

— Réflexions, translations et rotations du plan (en partieyldécomposition des translations et rotations
du plan en produit de réflexions) ;

— Relation de Chasles;

— Notions de groupe.

- - - —> ’ - - -7
On se place dans un plan affine euclidief) et &7 désigne le plan vectoriel associé.

42.1 Groupes des isométries du plan

42.1.1 Isométries du plan

Définition 1 : Une application f : & — & est uneisométrie deZ? si pour tous A, B € &, 0n a
d(f(A), f(B)) = d(A, B) (on notera aussi pour simplifier f(A) f(B) = AB). On note Is(2?)
I'ensemble des isométries de”.

Exemples Id », les translations, les rotations, les réflexions sont denésries.

42.1.2 Application vectorielle associée

Proposition 1 : Soit f € Id(%?). L'application définie par

(p:ﬁ — 5
MN — M'N’ = f(M)f(N)

est parfaitement définie, et indépendante du choix du repré&ntant M V.
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démonstration: L'application ¢ est clairement définie. Soit alors un autre représentant= M N,
avecm # M. On veut montrer qué(M)f(N) = f(m)f(n). Or MN = mn équivaut a dire quéM n)
et[Nm] ont méme milieu (en effet, la quadrilat&¥é N nm est un parallélogramme). Introduisons alors
un lemme :

Lemme 1: Toute isométrie de plan transforme le milieu d’un segment en le milieu du segment image

démonstration: Soient A, B, C trois points alignés dans cet ordre. AlosC' = AB +
BC. Soit f' € Is(2), de sorte quef'(A)f'(C) = f'(A)f(B) + f(B)f'(C), donc
f'(A), f'(B), f'(C) sont aussi alignés dans cet ordre. Si I'on suppose de plusdqBie=
BC (donc B milieu de[ACY), il vient quef'(A)f'(B) = f'(B)f'(C), et puisquef’(A),
1 (B), f'(C) sont alignés dans cet ordrg;(B) est le milieu ddf/(A) f'(C)]. |

Par suite,[f (M) f(n)] et[f(N)f(m)] ont méme milieu, et par conséqueftM)f(N) = f(m)f(n)
car f(M)f(N)f(n)f(m) estun parallélogramme. |

Remar que 1 :Lelemme nous assure quefsi Is(<?), alors f transforme une droite (resp. un segment) en une
droite (resp. un segment de méme longueur).

’ Définition 2 : L'application ¢ précédemment définie s’appell@pplication vectorielle associée A ‘

Proposition 3 : Soit f € Is(2?) et ¢ son application vectorielle associée. Alorg est bijective.

démonstration:
1. Montrons quee conserve la norme des vecteurs (Py)
9 — e — —
V(M,N) e 2% |leMN)| = [If(M)f(N)|| = f(M)f(N) = MN = [ MN||.
2. Montrons quef est semi-linéaireY w, v € @,cp( —|— V) = <p( ) 4+ (0)):
— — - — VL
Vu,vE@EABCGt@\ = AB, v = BC. Alors (U + 7)) = p(AC) =

—

F(A)F(C) = f(A)f(B) + f(B)f(C) = ¢(AB) + ¢(BC) = o(W) + ¢(V).

3. Montrons quep est injective:
. . — — —_— — —_—
Par 2., il suffit de montrer quBer(¢) = {0}.Orp(w) = 0 < p(AB) = 0 = ||p(AB)| =

1. ,—= < .. = —
0& ||AB|| = 0= A = B, c'est-a-direAB = 0.

4. Montrons quey conserve le produit scalaire (P2)

, = 2.1.

Soientw, v’ € #. Alors () - p(V') = 5(lle(w) + o(V)I* = lle(W)I* = [le(0)]?) =
1/11— — 112 — 12 — 12 — =
T+ 7P =)= 7)?) =7 V.

5. Montrons quey est linéaire: (Ps)

Soient\ € R, 7 € 2. |l reste & montrer ques(A\T) = (). Or le\w) — Ap(W)||? =
e 1? + A2 lo (D)2 = 2A (AT ) - o() =N |2 + A2 (|2 — 222 || 7|2 = 0, donc
e(A\T) = Ap(u) = 0.
6. Montrons quey est bijective

©: 2 — P estun endomorphisme (5.) injectif (3.), Bt est unRk- -espace vectoriel de dimen-
sion finie, done est bijective.
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Ceci acheve cette (laborieuse) démonstration. [ |

Remar ques 2 : Soit f une isométrie du plan.
— (P,) = f conserve 'orthogonalité ;
— (P3) = f est affine et conserve le parallélisme.

Le point 6 aurait pu étre démontré seul si I'on avait supposé dés letdpmsf est une application affine, mais cette
démonstration permet d’établir clairement ce résultat, et certains points ttémearont utiles plus tard.

42.1.3 Propriétés des isométries affines

’Théoréme 1 : Toute isométrie affine du plan est bijective.

démonstration: Soit f € Is(2). f est injective car pour toud/, N € £, f(M) = f(N) =
f(M)f(N)=0< MN =0< M = N.Montrons quef est surjective. Soib € & arbitrairement
fixé etO’ = f(O). Alors pourtoutM’iﬁ, il existew € 2 tel quep(w) = oM car p est surjective
(proposition 3). SoitVf € &2 tel queOM = 7. La définition dep assure alors qug (M) = M’, donc
pour toutM’ € 2, il existeM € & telquef(M) = M'. [

Théoreme 2 : Toute isométrie affine du plan conserve le barycére.

démonstration: Soient{(A;, a;)i=1,.. ,} un systtme de points pondérés tels juie , a; # 0, etG
son barycentre. Alors

Zal Zach GA = @(ZaZGA) )(PS)H,

donc f(G) est le barycentre du systemiéf (A4;), a;)i—1,...n) }- [ ]

42.1.4 Structure de groupe

Théoréme 3 :(Is(#), o) estun groupe o = loi de composition).

démonstration: Is(#) # @ carld» € Is(2?). On montre qugls(#), o) est un sous-groupe des
bijections du plan (grace au théoréme 1). SoidfitN € 2, etf,g € Is(Z?). Alorsg o f(M)g o
F(N) =g(f(M))g(f(N)) = f(M)f(N)=MN,doncgo f € Is(2). De plus,f est bijective, donc
MN = f(M)f(N) = f~Y(M)f~'(N) = [ (f(M))f7(f(N)) = MN,doncf~' € Is(#). W
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42.2 Décomposition en produit de reflexions

Théoréme 4 (de Cardan-Dieudonné en dimension 2) : Toute isormi& du plan est la composée d’au
plus trois réflexions.

démonstration:

1. Soit f € Is(?) admettant 3 points fixesl, B, C non alignés:
SoitM € . NotonsM’ = f(M), de sorte queAM = AM’', BM' = BM etCM = CM'.
SiM # M’, alors A, B, C sont sur la médiatrice d@\M/ M’] donc sont en particulier alignés,
ce qui est impossible. Dont/’ = M et f = Id». Si A est une droite quelconque d#, alors
f=sAo0sA.

2. Soit f € Is(2?) admettant au moins deux points fixe4, B, mais pas trois non alignés
SoitC ¢ (AB) etC’ = f(C). AlorsC’" # C. Or AC = AC’ et BC = B(C’, donc(AB) est
la médiatrice dgC'C’], et il vient queC’ est I'(image deC par la réflexion d’axe(AB), notée
s(aB)- O s(ap) €st une isometrie, dong 4 ) o f aussi (théoreme 3), et cette derniere transforme
respectivemend,, B, C en A, B, C, c’est donc l'identité (d'apres 1.), d'ofi = s(4p).

3. Soit f € Is(<?) admettant un point fixeA unique:
SoitB € Z telqueB # AetB’' = f(B). NotonsA la médiatrice d§¢ BB']. PuisqueAB = AB’,
A € A, doncspa o f conserveA et B et est une isométrie. D'aprés 2. et #a o f = s4p) OU
sao f =Idg (en effet, on ne sait pas si cette isométrig> f conserve trois points non alignés!).
Cela donne alory = sa o s(4p) OU f = sa, Ce dernier cas étant a excludans ce cas car f
admettrait plus d’un point fixe. Au finaf, = sa o s(4p).

4. Soit f € Is(#?) n'admettant aucun point fixe

SoientA € & et A’ = f(A). NotonsA la médiatrice dgAA’]. Alorsg = sa o f fixe A eton a

ainsi trois cas a distinguer :

— g=1Ide & f = sa : absurde carf admettrait une infinité de points invariants;

— g fixe au moins deux point$ et B : alors g = s 4py < f = sa o s(ap) (MEme cas que 3.);

— g fixe un unique point (c’est) : alors soientB # A, B” = g(B) et D la médiatrice dg BB"|.
Dans ce cassp o g fixe Aet B (A € D car AB = AB”"). Par suite et d'aprés I'étude faite en
3., 0n a soit
> spog=Ide & f =saAo0sp,0U
> Spog=s8wuB) < | =SA0°SD° SR

Tous les cas ont été envisagésy ete pouvant étre qu’un résultat souligné, on constate bien qu’elle est
la composée d'au plus trois réflexions. [ |

é
Dans toute la suite de la legon, le plan vectoriélest supposé étre oriente.

42.3 Groupe des déeplacements

Définition 3 : Une isométrie du plan qui conserve les angles @ntés est appelédéplacementCelle qui
les inverse est appelénti-déplacementOn note leur ensemble respectivemerdis™ (22) etIs~(2).

1 : En effet, au point 4, on trouvera une fonctigmui a la possiblité de vérifier ces deux mémes cas, mais m’géay, le
cas exclu ne le sera plus. C’est un piége dans lequel il ngptmitomber, car sinon un cas est oublié et le résultat s’emdro
alorsfaux!



Groupe des isométries du plan

Remar que 3:Onals™ (£) = Is(2)\IsT (2).

Proposition 4 : (Is™ (), o) est un groupe.

démonstration: Id, € Ist(£) est évident. Soientl, B,C ¢ £ et f,g € Ist(<?). Pour tout
—_— — _— ——
X € {A,B,C},onnoteX’ = f(X) etX” = ¢g(X), de sorte qud AB, AC) = (A'B',A'C") =
_— ———
(A"B" A"C"),doncgo f conserve les angles orientés. De plus, on sait par le théoréme Bdusxiste
—_— — —_— — —_— — —_— — L
etf~lof=1Idyp,doncf o f(AB, AC) = (AB,AC) & f~Y(A'B', A'C") = (AB, AC), et il vient

—

quef—! € Ist () (car (A’'B’, A'C") et (AB, A_C>’) ont la méme orientation puisqyec Is*(£2)). &

Lemme 2: Un déplacement (resp. anti-déplacement) est un nombrdrpap. impair) de composées de

réflexions.

démonstration: On sait déja qu’une isométrie est la composée d’au plus trois réflexibreduons
Id» qui est a la fois un déplacement et une composée de deux réflexianérde axe. Alorg ¢
Is$2) = f = s 0---0s, avecn = 1,2,3 ets; # s;. Puisqu’une réflexion échange les angles
orientés’, f € IsT () < (—1)" pair < n pair. [

Conséquence Tout déplacement du plan est soit I'identité, soit unedlation, soit une rotation (conseé-

quence de la démonstration du théorémetddu lemme).

deplacementf tel que f(A) = A’ etf(B) = B’. De plus
e —_—
- SIAB A’B’ alorsf =tz ol w = AA’ = BB’
_—
_ SiAB + A’B’, alors f est une rotation d’'angle(AB, A’B’).

Proposition 5 : SoientA, B, A’, B’ € & telsque AB = A’B’ # 0. Alors il existe un unique

2 : Montrons-le, car ce n’est pas si évident. ... SoiénB, C trois points distincts de”. On primera les images des points

par la réflexion considérée. Alors par la relation de Chaslesrouve que

(AC,AB) = (AC,AA)+ (AA, AB) + (A’B’AC’)+(AC’BB)
— (4G, AA’)+(L7,A'B/)+(A'B/ ACH) + (AT, AA) +
)+ + (

B')

— (AC,AA) 1+ (AA, A'B') + (B, AC) + (C'Al, AA) +
= ~(AC,AB) ~ (AT, AB) — (AT, 4B) fox
—  _(AC,AB) - 2(A'C', AB') 27]
_— — s
o (AC,AB) = —(A'C",A'B)[x].

|
l

La formule d’Al-Kashi appliquée aux deux triangldBC et A’ B’C’ (dont les c6tés ont méme mesure puisqu’une réflexion
est une isométrie) nous permet de voir que les angles géqoedd et A’ sont les mémes (ils ont méme cosinus). L'égalité
modulor devient alors une égalité moduta (sinon I'un des angles pourrait étre aigu et I'autre obttie eésultat s’en trouve

démontré.

3 : On rappelle (pré-requis) qu'une translation est la corépate deux réflexions d’axes strictement paralléles et gu'un

rotation de centré est la composée de deux réflexions d’axes sécants en
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démonstration:
. . — — -
Existence: La translationt de vecteurd A’ transformeB enb tel queA’b = AB = A'b = AB = A'B’
—_— —— —_— — . a5 ;
et(A'b, A'B’") = (AB, A’B’), de sorte que la rotation de centred’ et d'angle(AB, A’ B’) evoieb sur
B’ et fixeA’. Par suite,f = r ot envoieA sur A’ et B sur B’. De plus,r ett sont des déplacements,
doncf aussi (proposition 4).
Unicité : Soit g un autre tel déplacement. Alos! o g est un déplacement (proposition 4) qui fite
et B’, donc d’aprés la démonstration du théoréme'a! o g = 1d», c'est-a-diref = g. [ |

Exercice: Construire le centr® de cette rotation.

Solution :Si A= A’et B= B’ alors f =Idg = r(Q,0) pourtout Q € &.Si A=A’ ou B # B, alors f = r(A, (,ﬁ, ﬁ)).
Supposons alors A # A’ et B # B’, de sorte que O appartiennent a la fois a la médiatrice de [AA’] (notée D) et celle de [BB’]
(notée D’). En effet, OA = OA’ et OB = OB’. Distinguons alors deux cas :
— Si D et D’ ne sont pas paralleles , alors {O} = DN D’.
— Si D et D' sont paralleles , alors D = D’ puisqu’elles contiennent toutes les deux le point O. Dans ce cas, {O} = (AB) N
(A’B’) (puisqu’une rotation transforme une droite en droite), et si jamais ces deux derniéres droites étaient aussi paralleles,
—_— —_— —_— —_
c'est-a-dire A’B’ = —AB (etnon A’B’ = AB car on aurait affaire a une translation [premier point de la proposition 5]!), O
serait le centre du parallélogramme ABA’B’ (de sorte que f soit en fait la symétrie centrale de centre O).

42.4 Classification des isométries

Le théoréme 4 et le lemme 2 nous permettent d’établir la ifieestsion qui suit (voir démonstration ci-
dessous). On notiewv( ) 'ensemble des points invariants d’'une isoméifie

| Inv(f) | Déplacements | Anti-déplacements

P Idy
9 Sg

{4} [ r(4,0) (0£0)

o |tz (W#0) [sg(d, W)=tz 0sq

sg(d, ') désigne la symétrie glissée d’axet de vecteuru’ # ?, donc la composée de la réflexion d’axe
d et de la translation de vecteuf.

démonstration:

1. Soit f € Is(Z?) laissantZ invariant :
Alors f fixe trois points non alignés, dorfc= 1d(%?), et f est un déplacement.

2. Soit f € Is(2) fixantune droite C & :
Alors f fixe au moins deux points mais pas trois non alignés, dbacsp, et f est un anti-
déplacement.

3. Soit f € Is(Z?) fixant un unique pointA € & :
SoientB € & distinct deA, B’ = f(B) et A la médiatrice d§BB’']. Alors A € A, doncsa o f
fixe A et B. Par suite,sa o f = ldy < f = sa (absurde) osa o f = sap) & [ = saosup).-
PuisqueB ¢ A, AN (AB) = {A}, doncf est une rotation de centré et d’anglef non nu| et
c’est en particulier un déplacement.

4. Soit f € Is(£?) n'admettant aucun point fixe
Soientd € 22, A’ = f(A) etD la médiatrice d§ AA’]. Alorsg = sp o f fixe A et on a donc trois
cas a distinguer :
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- g=1Idep & f =sp — absurde;

— g = s(ap) OU B est aussi fixé pag, doncf = sp o s(4p). Si B est tel qug AB) et D soit pa-
ralléles, alorsf est une translation de vecteur non rfeh effet,A ¢ D), donc un déplacement.
Par contre, siB est tel que AB) et D se coupent en un unique poinit alors f est une rotation
de centreD, ce qui est absurdef(n’est pas supposé admettre de points fixes).

- g=r(A,0)avecd # 0,doncf = spor(A,6d). Oron sait que-(A, #) peut se décomposer sous
la formesp: o spr, avecD’ et D” non paralléles (sinon ce serait une translation...). L'un des
deux axes peut étre choisi arbitrairement, par exeniplde sorte qu'il soit parallele &. Donc

f = spospospr
= tzospn (42.1) D'| D| D
= tlg oty ospn (42.2) /
= t o (spmospr)ospn (42.3) A
= tg 0Spr T A’

Explications : (42.1) vient du fait quP et D’ sont paralleles, donc la composée des deux

réflexions est la translation dont le vecteur est le doubleealai qui minimise la distance D"

entreD’ et D. (42.2) vient de la décomposition du vectatiren deux vecteurs appartenant v
a D" et(D")L, et enfin, (42.3) s’explique de I'othogonalité enfizet D’ (en effet, on

el

peut alors écriret— = spr o spr avecD'” paralléle aD”).

f estdonc une symétrie glissé&t donc un anti-déplacement.

=l

Puisquelnv( f) est un sous-espace affine @& c’est soitZ” lui-méme, soit une droit& de &, soit un
point A de 22 ou encorez. Tous les cas ont donc été étudiés, et cela achéve la démonstrationll



