LECON N° 56 :

Etude de suites de nombres réels définies
par une relation de recurrence
un+1 = f(upn) etune condition initiale.
L'exposé pourra étre illustré par un ou des
exemples faisant appel a I'utilisation d’une

calculatrice.

Pré-requis:

— Suites numeériques : monotonie, convergence, divergence;
— Théoréme des valeurs intermédiaires ;

— R est complet : toute suite de Cauchy y est convergente.

Notations: Soient/ un intervalle non vide d® et f une application définie surtelle quef(7) C 1. Il
existe alors une unique suite,, ), ., (notée simplemertt.,,) dans la suite) définie par :

ug € 1,
Unt+1 = f(un>7v n € N.
On note encord’ = {z € I | f(z) = z}.

56.1 Monotonie de la suite

Théoréme 1:
(i) Si f est croissante sutl alors (u,,) est monotone et de plus,
a. Sif(ug) > wuo, alors (u,,) est croissante,
b. Sif(ug) < uo, alors (u,,) est décroissante ;

(i) Si f est décroissante sud, alors (u,,) n'est pas monotone, mais les sous-sui{@,,) = (u2y,) et
(2n) = (u2n41) le sont, et

a. Siug > wuy, alors (p,,) est croissante e(<,,) décroissante,
b. Sius < wo, alors (p,,) est décroissante efi,,) croissante.

démonstration:

(i) Montrons par récurrence que pour tout entier naturghu,, 1 > u,, (resp.<). L'initialisation est
assurée par I'hypothése. Supposons alorsgue: u,_1 (resp.<). Alors

f croissante= f(u,) > f(u,—1) (resp. <) g Unt1 = Uy (resp. <).
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(i) Supposons que,_1 < u,. Alors

f décroissante= f(u,—1) = f(uy,) (resp. <) g Up = Upt1 (resp. <),

donc (u,,) n'est pas monotone. Notons qug;; = f o f(pn) €tine1 = fo f(in), €tfo f est
croissante. En supposant > ug (resp.<, ce qui précéde nous permet d’affirmer que< uy
(resp.>). Par application de (i), on en déduit gye,,) est croissante (resp. décroissante) &)
décroissante (resp. croissante). [

Représentation et interprétation graphiques

Dans un repére orthonormé, on trace la premiere bissedtaadroite d’équationy = x) et la courbe
représentative d¢. Expliquer comment on construit la suite, ).

T
uo U2 uque us U3 u

Remar que 1 : SiI estunfermé, alors toute suite, ) monotone converge daiisA partir de maintenant, on
suppose quel est fermé.

56.2 Comportement asymptotique de la suite

NotonsF' I'ensemble des points fixes de la fonctipn

Proposition 1 : Supposonsf continue sur I. Si la suite (u,,) converge vers une limite finieL, alors
L e F.
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démonstration: Supposons qu:,,) converge vers une limite finie. Dans ce cas,

. . . feont. .
lim u, = lim upy; = lim f(u,) = f( lim u, ).
n—oo n—oo n—o0 n—oo

Puisque lim u, = L € I (car I fermé), on aL = f(L) par unicité de la limite. |

n—od

Remar que 2 : Il en résulte qu’une condition nécessaire pour (ug converge est qué& # .

56.2.1 Cas ouf est croissante

D’aprés le théoréme 11.,) est monotone. Si = [a, b], alors(u,) converge et doné # @. Etudions le
cas(u,) croissante (I'autre cas s’étudiant de maniére analogue).

Proposition 2 :
(i) Si F N [ug,+oo[= &, alors lim = +oo;

n—oo

(i) Si F N [ug,+oo|# &, alors (u,,) converge en croissant versnin(F N [ug, +00().

démonstration:

(i) On raisonne par contraposée. Supposans— L < +oo. Alors L € F (proposition 1), e{u,,)
est croissante implique que > ug, d'ou F' N [ug, +0o[# 2.

(i) Puisque nous sommes dans le casfast croissante, et qu'il en est de mémedg) par supposi-
tion, le théoréme 1 nous assure glie) > up. Puisquef est continue, et QUEN [ug, +oo[# T,
on en déduit qu’il existe un espace entre la courbef de la premiere bissectrice (entre les abs-
cissesup etmin(F N [up, +00])), dans lequel reste I'escargot de la construction de la siitg)
strictement croissante (en effet, si la suite possédait deux termescatifss€gaux, c'est qu'a
partir de ce rang,u,, = min(F N [up, +o0), et la convergence est assurée). La suitg) est
strictement croissante et bornée dang, min(F N [ug, +ocl)], elle converge donc vers une li-
mite finieL qui est donc un point fixe d& (proposition 1). Le seul point fixe de cet intervalle est
min(F N [ug, +00[).

|

Représentations graphiques :

ug u1 u2

Cas (i) Cas (i)
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56.2.2 Cas ouf est décroissante

Proposition 3 : La suite (u,,) converge si et seulement si ses sous-suifég) = (uz2n+1) €t (Pn)
(uz,) sont adjacentes.

démonstration:

"=": Trivial, en utilisant le théoreme 1.

"<«<=": Par la proposition 1, les suiteg,) et (p,) convergent chacune vers un point fixe fle f.
Notons L leur limite commune et soit > 0. Il existe alorsN € N tel quen > N vérifie
|ugn, — L| < € et|uany1 — L| < e. Par inégalité triangulaire, on trouve ques, — u2,11| < 2e.
Soientp, ¢ > N tels quep < ¢q. On a alors

q—p
lup —uql < Jup —uppa| + -+ |ug—1 —ugl = Z [Uptim1 — Upi
=1
< (¢-p) 2,
donc (u,,) est une suite de Cauchy dahsqui converge alors vers une valeur notée 1 (I
fermé). D’apres la proposition ¥, = f(¢), doncl = f(¢) = f o f(¥) et/ est point fixe def o f,
dou L = /. [

56.2.3 Cas ouf est contractante

Définition 1 : f est dite contractantesi

Jke 0,1 |Va,yel, |f(z)—f(y)l<klz—yl

Théoréme 2 : Sif est contractante, alorsf admet un unique point fixe L vers lequel converge la suit¢
(un), convergence contrélée par l'inégalité

lun — L| < k™|ug — L.

U

démonstration:
Convergence : Montrons que la suitéu,,) est une suite de Cauchy. Pour tous entieestp, on a
p—1 p—1
[Untp — un| < Z [Un i1 — Unyi| < Z |f(unti) — flunpio)l
i=0 i=0
p—1 p—1
< Zk‘lunﬂ' —Uppi—1| <0 < Zkz|un+1 — Up|
i=0 i=0
p—1 p—1
< (Z l{:’) [tpt1 —up| < -+ - < (Z k:z) k™ w1 — ugl
i=0 i=
p—1
< (Z k”n) |ur — up.
i=0

n
Posons alorsS,, = Z k', de sorte que
=0

p—1
Z kH_n = Sn—l—p—l - Sn—l-
=0
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Or k € [0, 1], donc(S,,) est convergente, et est donc une suite de Cauchy. On en déduit que
Ve>0,3NeN|Vn>NVpeN, |[Syip-1—Sn-1]<e.
Finalement, on trouve que
[Untp = tn| < [Snip—1 — Sn-1lur — uo| < elur — uol,
nous amenant a écrire que,, ) est une suite de Cauchy, qui converge donc vers une limite/.

Existence du point fixe : Par la proposition 1, est point fixe d¢'.
Unicité du point fixe : Supposons gu'il existe deux points fixes distidcet I’ de f. Alors

LI\ = |f(L) = f(L)| S HL—-L| < |L—L| cark<1,

ce qui est impossible.

Convergence contrblée :On vérifie I'inégalité par récurrence. L'initialisation au rang = 0 est évi-
dente. Supposons alors I'hypothése de récurrence (H.R.) vraiergirget montrons qu’elle I'est
toujours au rangn + 1) :

HR. n+1
[unt1 — L| = [f(un) = f(L)| < Klun — L] < K" ug — L.
[ |

Remar que 3 : Soit(u,) une suite définie par une relation de récurrence qui converge velsnite L inconnue.

A la calculatrice, lorsqu'il s’agit de trouver I'enti€¥ tel queY n > N, |u,, — L| < 1077 (p donné), il faut utiliser

'une des méthodes suivantes :

o Si (u,) est non monotone, alors (proposition 3) les sous-siitgset (p,,) sont adjacentes, donc il suffit de com-
parer|p,, — i,| a107P.

o Si(uy) est monotone, alors il est nécessaire d’avoir une majoratiori de I'erreur, par exemple par le théoreme
2.

ATTENTION : Soit

1 1
Uy =1+ =4+ —.
2 n

A cause de la précision limitée des calculatrices (10 ou et généralement) en mode "flottant" (cal-

culs avec virgule), cette suite convergera vers la valeur
IR
2 N’

ou N sera I'entier tel queNl—+1 = 0 (au sens de la calculatrice!! en effet, au bout d’'un certamgs, le
nombre% devient si petit quand augmente que la calculatrice le remplacera(a©r cette suite tend
clairement verstoo (série harmonique), dorla convergence a la calculatrice n’entraine pas celle en
réalité. . .

56.3 Applications

56.3.1 Méthode des Babyloniens
Soienta € R et la suite de Héron définie par
up € R
Up 1 :%<un+i), VneN.

Unp,
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(i) Montrer que pour tout entier nature] on a

s — = U=V

2u,,

(i) En déduire queu,) est décroissante et que,) converge vers/a.

Solution :
(i) Soitn € N. Alors
(un — +/a)? _ un? — 2unv/a+a _ Un

a
— —va+ =u —a.
2un Qun, , Ve Qun ! Va

Remarquons alors que puisqu’un carré est toujours positif et que u,, > 0 (facile & montrer par récurrence), on a alors
Un+1 — +v/a = 0 pour tout n € N.

(i) Onaque
_ 2 2 _ 2 2 2 .2
tt1 — _ (un — V/a) _un+\/a:un un\/a+a_ Un, +\/a:a ug
U, 2up 2up 2up,
< 0 (rem. du (i) >0
—N———
a>0 (\/a_un) (\/(;"F'U‘n)
= <0.
2 un
~
>0

prouvant ainsi que la suite (u,) est décroissante. De plus, elle est minorée par 0 puisque tous ses termes sont par
construction positifs, donc elle converge vers une limite L qui (d'aprés la proposition 1) vérifie

1 a 1. 1la
L:7< —)@fL:f—@LZ:,
o M 27721 “

en utilisant la fonction
Ry — Ry

1<+1>
r — —|lxz+—]).
2 T

On en déduit alors que L = +/a, I'autre solution de I'équation précédente ne convient pas puisque —/a ¢ R .

56.3.2 Methode de Newton
Supposong strictement convexe sur= [a, b] et f(a)-f(b) < 0. Par le théoréme des valeurs intermédiaires,
il existe un uniquer € Ja, b tel quef(x) = 0. La suite définie par

up € [a,b]

UnJrl:Un—m, VneN
n
converge alors vers.

Exemple :f(x) = z*> — a, poura > 0. On a alorsf’(x) = 2z, d’ou
uw—a 1 n a
Upt1 = Up, — =—\|lu,+— .
+ 2Uu, 2 Up,

On pourra montrer, par approfondissement, que la conveegée cette suite verga est beaucoup plus
rapide qu'avec la méthode des Babyloniens.
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