LECON N° 63 :

Fonction réciprogue d’'une fonction
strictement monotone sur un intervalle de
R. Etude de la continuité, de la dérivabilité.

Exemples.

Pré-requis:

— Applications injectives, surjectives, bijectives;

— Définitions et propriétés : fonctions monotones, convec@s;aves ;
— Notions de continuité, de dérivabilité et de limite ;

— Théoréeme des valeurs intermédiaires.

Soit f : I — R une fonction continue et strictement monotone définie suntemvalle/ C R.

63.1 Fonctions réciproques

Définition 1 : Soient E, FF C R. Une applicationg : E — F est dite inversibles’il existe une
application h : F — E telle que

hog=1Idz et goh= Idp.

On dit alors que h est la fonction réciproque dg et on noteh = g—!.

Remar que 1:

hog . goh

Il faut absolument avoir les deux conditions!! | l !
] E] ] 1
En effet, dans I'exemple ci-contre, on voit bien que /< s : :

N s
& \// Y% |
h og= IdE, \( \\\ : :
\ | I
mais on a aussi clairement que en A
X §9€ - \: :
N

goh# 1dp. N 4 O

E 21 b p - -L.F

Proposition 1: SoientE, F C Retg : E — F'. g admet au plus une fonction réciproque.
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démonstration: Soienth; et h, telles queh; o g = hpo g = Idg etgo hy = go hy = Idg. Alors

on ahg o (go hy) = hy o Idp = hy. D’autre part, par associativité, on trouve que o (g o hy) =

(haog)ohy = Idgohy = hy. D'OU hy = ha.

Remar ques 2:

e Cela

justifie la notatiog .

e Sig estinversible, alorg~! I'est aussi etg—!)~! = g (conséquence de la définition).

Propo

bijective.

sition 2 : SoientE, FF C Retg : E — F. Alors g est inversible si et seulement sy est

démonstration:

=": Supposong inversible. Alors pour tous;, 2’ € E, on ag(z) = g(z') = g '(g(z)) =
g (g9(z")) = = = 2/ d’oli l'injectivité deg. Soit alorsy € F. Il s'agit de trouverz € E tel que
g(z) = y. Orz = g~'(y) convient, d’ou la surjectivité de, etg est finalement bijective.

<": Supposong bijective et notong : x —— y. On poséer : I — E : y —— x et|'on vérifie que
h est aussi bijective, quieo g = Idg et queg o h = Idp. On conclut queg est inversible. N

Remar ques 3:
¢ On vient juste de montrer que giest inversible, alorg—! est aussi une bijection, dé danskE.

e Dans un repére normé (dont les vecteurs unitaires sont de méme nosreutbes représentatives get g+
sont symétriques par rapport a la droite d’équagjca x.

63.2 Inversibilité de f

\Proposition 3 : f estinjective si et seulement sf est strictement monotone.

démonstration:
"<«=": Supposons par exempfestrictement croissante (I'autre cas se démontrant de maniere totale-
ment analogue). Soient 2’ € I. Alors

Donc f est injective.

"=": Montrons ce résultat par contraposée et supposons domon monotone. Alors il existe
x1,x9,x3,x4 € I tels query < zo = f(x1) > f(x2) etes < x4 = f(x3) < f(x4). On
pose alors

g(t) = f(tor + (1 — t)as) — f(taa + (1 — t)zq).

g est continue sujo, 1] (puisquef I'est par hypothése suf) et 'on ag(0) < O etg(1) > 0. Le
théoréme des valeurs intermédiaires nous permet alors d’en déduifexjstet, € [0, 1] tel que
g(to) = 0. En posant finalement; = tgx1 + (1 — tg)xs etzg = toxe + (1 — tg)xy4, ON AT5 < g
et f(xs) = f(xg), C'est-a-diref n’est pas injective. |
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Remar ques 4 : N'oublions pas que toutes ces propriétés sont vraies sous I'hypaBhaéeale qu¢ est continue
sur unintervalle. Cela nous améne a deux subtilités :

A -
La fonction f définie ci-dessus est injective et continueCette fonction est inversible, mais n’est clairement pas

(car continue sur chacun des deux intervalles), nfais strictement monotone. Le probléme vient de la conti-
n'est pas monotone. nuité eno.

On se gardera donc finalement de dire que les fonctions inversiblesrignement les fonctions strictement mono-
tones!

Conséquence Si f : I — f(I) (condition vraie d’apres le théoréme des valeurs interaigai, rajoutant
la surjectivité a la proposition précédente), alfrast bijective (ou inversible selon la proposition 2) si et
seulement sf est strictement monotone.

Dans la suite de la lecon, on notefdintervalle f(I),etf : I — f(I) = J.

63.3 Propriétés des fonctions réciproques

Notons avant tout qué : I — f(I), supposée étre continue et strictement monotone suri/aite /, est
donc inversible, d’inverse notée!.

63.3.1 Continuité

Proposition 4 : £~ est strictement monotone sutJ et est de méme sens de variations qug De plus,
f~1 est continue surJ.

démonstratiort Avant de commencer, nous allons énoncer et démontrer un lemmeugsera utile :

Lemme 1 : Soilg une fonction définie suifa, b], strictement monotone. Sj([a, b]) est un intervalle,
alors g est continue.

démonstration: Supposong strictement croissante. Sait € [a,b]. On veut montrer que est
continue erc. Commey est croissante, les limites & gauche et & droite-ele g() existent, valent
respectivement = sup{g(x),x < ¢} etL = inf{g(z),z > ¢}. Onadond < g(c) < L.

Supposons alorg # L. Alorsz < ¢ = g(x) € [g(a),f] etz > ¢ = g(z) € [L,g(b)], donc
14, L[\{g9(c)} Z [g9(a),g(b)] = g([a,b]). Or g([a,b]) est un intervalle, donc celle non inclusion est
impossible, d'oi = L = g(c), donc

lim g(z) = g(c).

r—cC

Sijamaisc = a ouc = b, on ne regarde que la limite a droite ou a gauche. Finalemggrst continue
enc, donc sura, b]. O

Nous allons donc pouvoir commencer la démonstration de cette propostipposong’ strictement
croissante. Soient,z’ € I. Alorsz < 2/ = f(x) < f(2'). Posonsy = f(z) € f(I) = J et
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y = f(a') € J.Or fl(y) = zetfl(y) = 2/, doncy < ¢ = f'(y) < f'(y)etf!
est strictement croissante. Pour prouver la continuitéfdé, il suffit alors d’appliquer le lemme avec
g = f~tetla,b] = f(I). En effet,f continue implique qu¢ (I) est un intervalle ef ' (f(I)) = I est
un intervalle. [ |

63.3.2 Dérivabilité

Proposition 5 : Si f est dérivable surI et f/ ne s'annule pas surl, alors f—! est dérivable surJ, de
dérivée

1

—1\/ __
U™ = gor

démonstration: Soitz € I etA : I\{zo} — R la fonction définie par

Aa) — 1) = Fa).

Tr — X
On poseyy = f(zo). Poury € J\{yo}, ona
) =) ) - M) e
Y=Y fofMy)—fof ) F(fy)—Fflzo) A(f )

Or f est dérivable suf implique quef y est continue, et par la propositiorf,”! est continue sud,
doncf~1(y) —— f1(yo) = zo et A(x) —— f'(x0) (# 0 par hypothése), donc le théoréme de
Y—Yo T—x0

composition des limites nous assure que

. fﬁl(y) - fﬁl(yO) =1y =1y _ 1 _ 1
My e = UUE) = e = oy
ce qui démontre le résultat. [ |

63.3.3 Autres propriétés

Proposition 6 :

— Si f estimpaire, alors £~ est impaire ;

— Si f est strictement croissante et convexe (resp. concave), &g —! est concave (resp. convexe);
— Si f est strictement décroissante et convexe (resp. concavdpra f—! est convexe (resp. concave).

démonstration:

— Pour toutz € I, on a—f(z) = f(—z). Donc f~1( — f(z)) = f~'(f(
aUSSIf( ) = —f( ) doncf~'(f(x)) =« = f71(~ f(-a) = f
f ( f(z) = '(f(z)). En conclusion, pour touy = f(x)
—f(y).

— Conséquence immeédiate de la symétrie exijret ¢y par rapport a la droite d’equatiory = z.

— Consequence immédiate de la symeétrie exijret ¢’y par rapport a la droite d’équatioy = x. B
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63.4 Exemples

63.4.1 Fonctiondn etexp

Soit f la fonction définie ci-dessous et sa réciprogfué :

7
R, — R
x +— In(x).

TR — R% N

et
xr +— exp(x).

On a alors pour tout € R,

f—l
1 1 1
(f ) (x) = o () = = exp(z). / .
frof7(z) (ioexp) (x) ! /

exp(x)

63.4.2 Fonction racine(n € N*)

Soit f la fonction définie ci-dessous et sa réciprogué : f .
. A
Ry — Ry ot 7Ry — Ry :

r — " T —s gn = V.

On a alors pour tout € R, f
_ 1 1 1 x
@)= = = ¥
frof~Yx) niz nros n

63.4.3 Fonctions trigonométriques

Soit f la fonction définie ci-dessous et sa réciprogfué :

f 78
f : [0771—] - [_Ll] et fil : [_]—71] - [077T] b
xr — cos(x). xr — arccos(x).
On a alors pour tout € R,
v 1 B 1 -1
(F) (@) = frof-i(z) —sin (arccos(x)) Vi ;

Remar que : Pour toutr € [—1,1], sin(arccos x)? + 22 = 1 < sin(arccos ¥) = 4-v/1 — 22. Orsin(arccos 0) =
sin0 = 1, donc

sin(arccosx) = V1 — z2.
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Soit g la fonction définie ci-dessous et sa réciprogué:

S
g: [_%a %] - [_17 1] et gil : [_17 1] - [_57%] \\//
r —— cos(x). r +—— arcsin(x).
On a alors pour tout € R,
1 1 1 g
—1y/
) = — — .
(97)' (=) g ogt(x) cos (arcsin(a:)) V1— 22 0




