LECON N° 73 :

Caracterisation des fonctions
exponentielles réelles par I'équation

fonctionnelle f(x +y) = f(x) X f(y).

Pré-requis:

— Continuité et dérivabilité ;

— Fonctions logarithme (dérivée et propriétés caractégegs) ;

— Fonction exponentielle (définition : fonction réciproque lkbgarithme,exp, z = a*, a**¥ = a* a¥,
comportement eftco).

Le titre nous suggere de commencer par une étude rapide niE®fts exponentielles de basequi veéri-
fient I'équation fonctionnelle. Nous verrons dans un sedenths comment retrouver ces exponentielles a
partir de I'équation fonctionnelle donnée, que nous notelg).

73.1 Etude des fonctions exponentielles

73.1.1 Définition

Définition 1 : Pour tousa > 0 etz € R, on définit «” par I'égalité

(I,ZE — ex In a

La fonction f, : = — a” est appelédonction exponentielle de base

Remarques 1 :Sia = 1, on aalorsa™ = 1 pour toutz réel. Dans la suite, on supposera dang: 1. Nous
justifierons la notatiom® a la section 4.

73.1.2 Etudes des variations

Proposition 1 : La fonction f, est continue et dérivable surR. De plus, f!(z) = In(a) X fa(x).

démonstration: Cette fonction est continue (resp. dérivable) en tant que composéplidaons
continues (resp. dérivables) sRr La dérivée se calcule aisément. [

On étudie alors les variations de la fonctifgnsuivant deux cas :
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Sia > 1, alorslna > 0. Dans ce casf,(z) > 0
(fonction exponentielle) implique qug (x) > 0,
quelgue soit le réet. Ainsi f, est strictement crois
sante suiR, f,(0) = 1, et $1_1)1i100 fa(x) = 400 et

lim f,(z)=0:

+00 ‘
+00

==

fa()

73.1.3 Représentation graphique

La courbe représentative de la fonctifin: + —— o possede I'une des trois allures ci-dessous, et admet

Sia < 1, alorsf!(z) < 0 pour tout réel:, et on en
déduit quef, est strictement décroissante urOn
-obtient alors le tableau de variations suivant :

toujours une branche parabolique de direction asympteligxe desy.

O<axl1 Y a>1
1 a=1
0 1 t

Remar ques 2:

1. Pour le graphique, il a été choisi de prendre 0,7 pour le cas ow est strictement compris entbeet 1, ainsi

quea = 2,7 dans le cas ou > 1.
2. Soientz un réel eta > 0. Alors

fa(x) — o = 6alnac _ e—aln(%) _ <

de sorte que les courbes représentatives des foncfiogts. soient symétriques I'une de I'autre par rapport a

I'axe des ordonnées.

73.1.4 Propriétés

1

a

)ﬁ = fi(=x),

Proposition 2 : Pour tousz, y réels eta > 0, f.(z + y) = f.(z) X fa(y), c'est-a-dire :

a®t¥ = a® av.
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démonstration: In(a**¥) = (z + y)Ina = zlna + ylna = In(a”*) + In(a¥) = In(a® x a¥), et
puisqueln est injective, on en déduit qué ™Y = a® a¥. [

73.2 Caractérisation def, par I'equation fonctionelle ()

La proposition précédente traduit que la fonctfgrest solution de I'équation fonctionnellge(. Cherchons
maintenant les éventuelles propriétés que vérifie toutetifmm / solution de #).

73.2.1 Propriétés élémentaires

Notons.# I'ensemble des applications @edansR vérifiant (k). On peut déja dire que :

o & #+ @ car# contientf, (pour touta > 0) et la fonction nulle;

¢ Si une fonctionf de .# s’annule en un point,, alors f est identiquement nulle. En effet, pour tout
z €R, flx+z) = f(x) x f(zo) = 0, etx + x, parcourtR. Dans la suite, nous n’allons plus considérer
le cas ouf = 0, et nous cercherons donc les solutions#¢ ans I'ensembleZ* = .7\ {0}.

o Siune fonctionf de.#*, alorsf est a valeurs positives. En effet, pour tout réel

=132 2 [ ()]

et cette derniere quantité est strictement positive duwfaatf ne soit pas identiquement nulle.
o Enfin, on peut aussi remarquer qfi@) = 1 pour toute fonctiory’ € .%*. En effet,

£0) = F0+0) = (£(0))* "< f(0)=1.

73.2.2 Continuité

\Théoréme 1 : Toute fonctionf € .#* continue en un pointxy € R est continue sur toutR.

démonstration: Soientf € .#7* etz € R arbitrairement fixé. On va montrer qyeest dérivable en.
Pour touth € R,on a:

f(@+h)=f(z—z0+z0+h)=flx—20) % flzo+h).
Or flLu"% f(xo+ h) = f(zo) par la continuité def enx,, de sorte que
lim f(@ +h) = f(z —w0) x f(xo) = f((x = w0) +w0) = f(2).

Commer est quelconque dari®, on en déduit que la fonctiofiest continue suR. [ |
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73.2.3 Dérivabilité

\Théoréme 2 : Toute fonctionf € .%#* continue en un pointxg € R est dérivable sur toutRR. \

démonstration: Le théoréme précédent nous assure déja fiast continue suR. f admet alors une
primitive ' surR qui nous améne a écrire que pour tous réelg,

/ Sty di= / ") % fy) di = () / " 1) dt = f(y) F(z).
0 0 0

On effectue alors le changement de variable ¢ + y dans la premiére intégrale, donnant ainsi
x r+y
| resmar= [5G ds = pw) Fa),
Y

ce qui donne finalemedt(z + y) — F(x) = f(y) F(x).

En particulier, pourz = 1, cette égalité devierfi(y + 1) — F(1) = f(y) F(1). La stricte positivité de
f implique queF'(1) > 0, ce qui rend possible la division pdf(1) des deux membres de cette derniére
€galité : pour touty € R,
fly) = Fly +;) F(y)
(1)
PuisqueF’ est dérivable (par définition méme), il vient directement fjliest aussi (puisqug s’exprime
a l'aide deF). Pour étre plus précis, on a méme pour tout rg€Bgalité

o Flly+ 1) —=F'y)  fly+1) - f(y)

A présent, nous allons rechercher toutes les solutionsédaation fonctionnellexk).

73.3 Solutions

Théoréme 3 : Soitf : R — R une fonction non identiquement nulle continue en un pointey € R.
f vérifie 'équation fonctionnelle

V(z,y) €R* f(z+y) = f(z) X f(y)

si et seulement s’il existe une réatb tel que f soit une fonction exponentielle de base (c’est-a-dire
f(x) = a® pour tout réel x).

démonstratiorn Le sens indirect a déja été démontré. On ne s'intéressera donc plas sehs direct.
Puisquef est continue en un poinf; est dérivable sulR d’aprés le théoréme 2. En fixamt on va
dériver I'équation fonctionnelle que vérifjepar rapport ay :

V(zy) R fllety) = fla)x f(y).
Prenons alorg; = 1. Les équivalences suivantes sont valables pour toutréel
f'(@)
f(x)
& FJkeR|Inf(z)=f'(0)z+k
& FkeR| flz) =0

= f(0)  carf(z) >0

f'(x) = f(x) x f'(0)
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Or f(0) =1 = ¥ = 1 = k = 0. D’autre part,In définit une bijection d&* dansR, donc il existe un
réela strictement positif tel qu¢’(0) = In a. On peut alors conclure :

VzeR, f(z) = e = g% = f,(x).

La démonstration s’acheve ici. [ |

73.4 Compléments

Théoreme 4 : Les seules fonctions continues sii, non identiguement nulles et qui vérifient I'équation
fonctionnelle (3¢) sont les fonctions exponentielles.

démonstration. Nous avons déja vu que les fonctions exponentielles sont solutiosg)delontrons
que ce sont les seules. Spit .7 * continue suiR. Posonsf(1) = a.

o Pourtoutn € N*, f(n) = f(1+1+4---+1) = (f(1))" = a™.
o Pourtoutn € N*, f(n —n) = f(0) =1et
Fn =) = f(m) x f(=n) = f(on) = oz = oo =0,

de sorte que I'égalit¢ (n) = a™ soit vraie pour tout, € Z.
o Pourtout(p,q) € Z x N*, f(p) = f(q g) = f(%)‘l d’aprés ce qui précede. Ainsi, comrfig) > 0,
on peut élever les deux membres de 'égalité précédente a la puissana®nnant

/ (5) = (f()" = (@) = o,

ce qui montre que I'égalit¢(r) = a" est vraie pour tout € Q.

o On étend ensuite cette égalitdRagrace a la continuité dg sur R et la densité d€) dansR (im-
pliquant donc que tout réel s’écrive comme limite d'une suite de ratiohriedspassage a la limite
donnera alors le résultat suivantf(z) = a” pour toutz € R.

Ceci démontre non seulement le théoréme, mais justifie aussi I'écaiiture [ |

73.5 Applications
Exercice 1: Déterminer les fonctions continues fuwvérifiant I'équation fonctionelle

V(r,y) eR?%  fla+y) = fl@)+ fly) + flz) x f(y).

Solution_: On pose g(z) = f(z) + 1 pour tout réel z, de sorte que :
glz+y)=flz+y)+1 et g(x) x g(y) = (f(z) +1) x (f(y) +1) = f(z) x f(y) + f() + fly) + 1.
Par suite,
gz +y)=g(@) xgly) & fle+y)+1=f@) x fy)+ f@)+ fy)+1e fl+y) = f@)+ f@)+ (@) x fy).

Or on sait que I'équation fonctionnelle g(z + y) = g(z) x g(y) admet pour solution non identiquement nulle toute fonction
exponentielle. Il existe donc a > 0 tel que pour tout réel z, g(z) = a* < f(z) = a®* — 1. &
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Exercice 2: Méme question avec I'équation fonctionelle

V(r,y) eR:,  flat+y) +e+y=(f=)+2)(fy) +v)

Solution : On pose g(z) = f(x) + = pour tout réel z, de sorte que :
gz +y)=flz+y) +zty et g(x) xgy) = (flz) +z) x (f(y) +v).

Par suite,
gz +y)=g(@) xg@) & flz+y) +a+y=(f(=)+=z) x (fly) +y).

Or on sait que I'équation fonctionnelle g(z + v) = g(z) % g(y) admet pour solution non identiquement nulle toute fonction
exponentielle. Il existe donc a > 0 tel que pour tout réel z, g(z) = a* < f(z) = a®* — z. &

Exercice 3: Méme question avec I'équation fonctionelle

fx)+ f(y)
L+ f(z) x f(y)

V(zr,y) eR?  fla+y) =

Solution : Remarquons tout d’abord que s'il existe zg € R tel que f(zo) = 1, alors pour tout z € R,

flx—=z0)+ f(xo)  flzx—mo)+1
14 f(z —x0) X f(xo) 14 flxz —z0) x 1

f(z) = f(z — =m0 +x0) =

1+ f(=)
— (@)’

de sorte que

On pose alors g(z) =

1+ f(z+y) et g(x) x g(y) = 1+f(av)X 1+ f(y)

9t Y) = T fary) F@) 1 )

Il vient alors que

o 1tfty) 1+ 1+ ()

1-flz+y) 1-f(=) l—f(y)

& (14 fl@+y)(1-fl=) - fly) f@)=1-flz+y)(1+ @)+ fv) + f(@)f(y))
& —f(z)— (y)+f(w+y)+f(w+y)f( ) (W) =f@)+ fly) — flz+y) — flz+y)f@)f(y)
=
<~

g(z+y) = g(z) x g(y)

F@e+y)(1+ @) @) +1+ f(@)f() = f@)+ f@) + f@) + f(v)
f(®) + fw)

fE ) = T )

Or on sait que I'équation fonctionnelle g(z + y) = g(z) x g(y) admet pour solution non identiquement nulle toute fonction
a® —1
¢

a®+ 1"

exponentielle. Il existe donc a > 0 tel que pour tout réel z, g(z) = a® < f(x) =



