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Probléme 1 : construction de triangles

Dans un plan affine euclidien orienté, on considére deux points distincts B et C et un point
M n’appartenant pas a la droite (BC).

Pour chacune des assertions suivantes, déterminer s'il existe un point A qui la vérifie.

On précisera pour chaque cas le nombre de solutions et on prendra soin de fournir toutes
les explications et justifications utiles.

Soient B, C deux points distincts du plan affine euclidien orienté, et M un autre point tel que M ¢ (BC).

1. M est le centre de gravité du triangle ABC.

Il existe une unique solution a ce probléme. On construit le milieu I de [BC] : il vérifie la relation
IB+ IC =0 (b). On construit ensuite le point A tel que M A =2IM (). Par suite,

_— — — @ — @  — @ —  —

MA+MB+MC=MA+2MI+IB+I1C=0.
—_

25 25

M est donc bien 'isobarycentre, c’est-a-dire le centre de gravité, du triangle ABC.

2. M est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

Il existe une infinité de solution si M est équidistant de B et C, et aucune sinon. Supposons
un instant que MB # MC : alors la propriété de la médiatrice nous assure que M ne peut pas
se trouver sur celle de [BC], et donc qu'un triangle ABC tel que M soit le centre de son cercle
circonscrit n’existe pas.

Supposons désormais que M B = MC. On choisit alors un point A quelconque tel que MA= MB =
MC, de sorte que la propriété de la médiatrice nous permet de confirmer que M se trouve bien sur
les médiatrices de [AB], [BC] et [CA]. M est donc bien le centre du cercle circonscrit au triangle
ABC.

3. M est l'orthocentre du triangle ABC.

Il existe une unique solution a ce probléme. Le demi-cercle de diametre [BC] coupe respecti-
vement les droites (BM) et (CM) en B’ et C'. Puisque les triangles BB'C et BC'C sont tous les
deux inscrits dans un cercle dont un diametre est le c6té [BC] de ces triangles, ils sont rectangles.
On nomme A I'unique point d’intersection des deux droites (BC') et (B'C) (ce point A existe car
les deux droites qui le définissent ne peuvent pas étre paralleles). Ainsi, (BM) et (CM) sont deux
hauteurs du triangle ABC, et puisque M est I'orthocentre de ce triangle, la droite (AM) est néces-
sairement la troisieme hauteur.

4. M est le centre du cercle inscrit au triangle ABC.

11 existe une unique solution si CBM + BCM < 90°, et aucune sinon. Notons B’ le symétrique du
point B par rapport a la droite (CM) et C’ celui de C par rapport a (BM). Supposons pour I'instant
que CBM + BCM > 90°. Alors

CBC'+BCB' =2(CBM + BCM) > 180°.
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Il est donc impossible que les demi-droites [BC') et [CB’) se coupent car si ¢'était le cas, le point
d’intersection A vérifierait la relation

—_— — .

CBA+BCA+BAC=CBC'+BCB'+ BAC =180°,

impliquant alors que 180° + BAC < 180°, donc que BAC = 180°, ce qui est absurde car B # C.

On suppose donc que CBM+BCM < 90°. Alors les demi-droites [BC') et [CB') se coupent au point
Arecherché (son existence est assuré par le fait que la somme des angles d’un triangle est toujours
égale a 180°, et par I'inégalité CBC'+BCB' < 180°). Par propriété de la symétrie axiale, les droites
(BM) et (CM) sont bien les bissectrices intérieures des angles CBA et BCA, et M est donc bien le
centre du cercle inscrit au triangle ABC. De plus, la droite (AM) est la troisiéme bissectrice inté-
rieure de ce triangle.

Les différents cas présentés sont illustrés ici :

S ()

Centre de gravité Centre du cercle circonscrit

Orthocentre Centre du cercle inscrit
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Probléeme 2 : autour du théoréme des valeurs intermédiaires

Darboux' systématisera dans son mémoire de 1875 la démarche amorcée dans se correspon-
dance ou il expose au coup par coup [...] les propriétés implicites de la pratique commune
de la notion de fonction continue.

Il cherche a dégrossir le concept de fonction continue et a le dépouiller de tout ce qui n’est
pas strictement induit par sa définition, et que I'« usage », I'activité mathématique passée
lui avait donc conféré.L Cauchy? avait cassé le cadre fonction continue/fonction analytique.
Darboux cherche a casser les assimilations suivantes : fonction continue/fonction mono-
tone, fonction continue entre a et b/fonction qui passe par toutes les valeurs intermédiaires
entre f(a) et f(b), fonction continue/fonction dérivable.

En réduisant a sa juste mesure la classe des fonctions continues, Darboux donne une réalité,
une épaisseur aux classes des fonctions qui ne le sont pas. Il libére le concept de fonction
du carcan de la continuité.?

On se propose dans ce qui suit de mettre en lumiére quelques points évoqués par le texte
précédent.

Partie I : préliminaires

On pourra utiliser les résultats suivants :

o toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure;

o soient a et b des réels tels que a < b; toute application continue f:[a,b] — R est bornée
et atteint ses bornes;

o toute suite croissante et majorée est convergente, toute suite décroissante et minorée est
convergente;

o si deux suites réelles (1) ,cn €t (V) en CcOnvergent, alors lim (u,+vy,) = lim u,+ lim v,
n—+oo n—+oo n—+oo

et si pour tout entier n on a u, < vy, alors lim u, < lim v,.
n—+oo n—+oo
Les résultats suivants sont a démontrer; ils ne doivent pas étre considérés ici comme des
propriétés connues.

Numérotons respectivement 1, 2, 3 et 4 les résultats donnés par I'’énoncé, utilisables sans justification.

1. Démontrer que si (wy),cn est une suite d’éléments décroissante de limite ¢ alors, pour
tout entier n, on a w, > ¢ (on raisonnera par I'absurde).

Soit (wy,) ey Une suite décroissante de limite ¢. Supposons qu’il existe un entier N pour lequel
wy < ¢. Puisque cette suite est décroissante, elle vérifie : V n € N, w,+1 < wy,. On en déduit alors
que

Vn>=N, w,<wy</.

! : Gaston Darboux (1842-1917)

2 : Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)

3 : Principes de I'analyse chez Darboux et Houél : textes et contextes (Hélene Gispert in Revue d’histoire des sciences,
1990, Tome 43, n° 2-3. pp 181-220)
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{—w o . . .
Posons alors € = — ¥, Alors, pour tout 7’ € N, il existe un entier n vérifiant n > n’ (en effet, il

suffit de le choisir plus grand que N) tel que |w, —¢| > €, ce qui contredit la définition de la conver-
gence de la suite (w;,) vers £. On en déduit donc que pour tout entier n, w, > ¢.

2. Théoreme des suites adjacentes

On considére deux suites (#,),en €t (Vn)uen adjacentes, c'est-a-dire telles que :

(tn) nen €St UNE suite croissante
(Vi) nen €St une suite décroissante
la suite (v, — uy) ey cONverge vers 0.

2.1. Montrer que la suite (v, — u,),cn est décroissante.

Soit n un entier naturel. La suite (u,) est croissante, donc u, < u,.1. La suite (v,) est dé-
croissante, donc v, 41 < v;. Par suite,

(Wn+1 = Un+1) = Wn = Up) = Vns1 = VU= (Un = Uny1) S O.
0 <0

<

N

La suite (v, — u;) est donc bien décroissante.

2.2. En déduire que, pour tout entier n, on a : v,—u, >0.

La suite (v, — uy) est décroissante et admet pour limite 0 (énoncé). D’apres la propriété dé-
montrée a la question 1., on a directement que pour tout entier n, v, — u, > 0.

2.3. Montrer que les suites (u,),cn €t (Vn) ,en COnvergent.

Linégalité précédente s’écrit aussi u, < v, pour tout entier n. Par conséquent, pour tout
entier n, les variations des suites (u,) et (v,) nous permettent d’écrire que :

Uy < Up < Uy et Up < Uy < 1.

La suite (u,,) est donc croissante et majorée par vy, et la suite (v,,) est décroissante et minorée
n 0 n
par up. D’apres la propriété 3 admise dans I'énoncé, ces suites convergent.

2.4. Montrer que lim u,= lim v,.
n—-+oo —+00

n
Puisque les suites (u,) et (v,) convergent, nous pouvons conclure que

lim v,-u,=0 < lim u,= lim v,.
n—+oo n—+oo n—+oo

3. Suite et application continue

Soit X une partie non vide de R et soit (u#,),cn une suite d’éléments de X qui converge
vers un réel £. Soit f une application, définie sur X, a valeurs dans R, définie et continue
en £.

Montrer que la suite (f(u,)), ., converge vers f(£).
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Soit € > 0. La continuité de I'application f en ¢ nous amene a écrire qu'il existe un réel n > 0 tel
que |lu, -4l <n=|f(u,) — f(¢)| < €. De plus, la convergence de la suite (u,) vers ¢ se traduit par

Ve>0,aNeN|n>N=|u,-?l <€

En particulier, avec €’ = 7, on aboutit a I'implication n > N = |f(u,) — f(£)| < &, ce qui prouve bien
que la suite (f(u,)) converge vers f(¢).

Partie II : propriété des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction a valeurs dans R définie sur un intervalle I d’intérieur non vide. On dit
que f posséde la propriété des valeurs intermédiaires si pour tout (a,b)inI? tel que a<b et
pour tout réel A compris entre f(a) et f(b), il existe ce [a,b] tel que f(c) = A.

Cette propriété sera notée & dans la suite.

1. Démonstration du théoréeme des valeurs intermédiaires

On se propose dans ce qui suit de démontrer le théoréme suivant (théoréme des valeurs
intermédiaires) :

si f est une application continue de I dans R, alors f posséde la propriété Z.
Soit (a,b) € I? tel que a < b. La conclusion étant immédiate si f(a) = f(b), on peut

toujours supposer (quitte a remplacer f par —f) que f(a) < f(b); dans la suite on
supposera cette hypothése vérifiée.

On considére les suites (ay,),en €t (bp)ueny définies par ag = a, by = b et pour tout entier

n:
a,+b
. (an+b —_n_"n
si f(%) <A, alors { %n+l 2

bp+1 = by

. a.,+b Api1 = Ap
si f(u) > A, alors a, + by,
2 = T

1.1. Justifier que, pour tout entier n, a,¢€ [a,b] et b, € [a,b].

On va démontrer par récurrence que ay, € [a, b], b, € [a,b] et a, < by, :
Initialisation (n =0) : Puisque gy = a, il est évident que ay € [a, b].

Hérédité: Supposons donc que ay, b, € [a, b] et a, < by, et montrons que a,+1 € [a, b] et
an+1 < bp1.
. an,+b, .
- Slf(%) < A, alors:

_ap+bpHR by+b, _aptbyHR ap+a,
ap+1 = > < > =bp=by1 et ap= > > ) = dap.
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H.R. HR.
On en déduit que a,+1 > a, > a, ap+1 < b, < b (donc que a,+; € [a,b]) et que

H.R.
an+1 <bpy1.Devplus, b1 =b, < bet

b,+ b, HR. a,+a
bpi1=b, = ”2 s ”2 %= a,.

HR.
On en déduit que b, > a, > a,donc que b,y € [a, b].
- Sif(%b") > A, alors :
a,+ a, HR. a, + by, a,+a, HR. b, + b,

Aui1=0ap = < =b et aps1=a,= < =b,.
n+1 n 2 2 n+l n+1 n 2 2 n

HR. H.R.
On en déduit que a,+1 = a, > a, ay+1 < b, < b (donc que a,+; € [a,b]) et que

an+1 < by41. De plus,
an+b, HR. a, + a, an+ b, HR. b, + b,

bl’l+1 = 2 > 2 =dy et bn+1 = 2 < 2 = bn.

H.R. H.R.
On en déduit que b+ <b, > b, by+1 > a, < a(doncque a,+ € [a, b]).

La récurrence s’acheve ici.

1.2. Montrer que, pour tout entier n :

On doit distinguer deux cas :
- Sif(%b") < A, alors :

2 2

byi1—ans1=bp—

- Sif(%b”) > A, alors :

b a,+ by, b, —ay,
f1—Qpy1=————ap= ——

Dans les deux cas, I'égalité est démontrée.

1.3. Montrer que les suites (ay,),cn et (by),en SONt adjacentes.

Dans la récurrence précédente, on a démontré que a1 > a, et b,+1 < bj,. Les suites (a,) et
(by) sont donc respectivement croissante et décroissante. De plus,

bp_1—an-1 bp-n—an-n b-a
bn—an:—:---: =

21 an 2N n—oo

0.

Ces deux suites vérifient donc les trois points de la définition de suites adjacentes : elles le
sont donc!
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2.

1.4. Conclure.

D’apres le théoreme des suites adjacentes démontré a la question 2, les suites (a;) et (b,)
convergent et ont la méme limite notée c. Puisque la fonction f est supposée étre continue
sur [a, b], la question 3 nous permet d’affirmer que

lim_f(an) = lim f(by) = f(c).
Enfin, puisque pour tout entier n on a f(a,) < A et f(b,) > A, le passage a la limite donne
flO=lim f@)<A et f@)=lim fby) > A,

et on en déduit que f(c) = A. Autrement dit, f posséde la propriété 22.

Application 1 : un théoréme du point fixe

Soient a et b deux réels tels que a < b et soit f une application continue sur l'intervalle
[a,b] a valeurs dans l'intervalle [a, b]. Montrer qu'il existe c€ [a,b] tel que f(c) =c.

Soit g la fonction définie sur [a, b] par g(x) = f(x) — x. g est bien str continue sur [a,b] et 0 €
g(la, b)). En effet,

gla)=fla)-acg(la,b)) et gb)=f(b)-beg(la,b).

Mais puisque f([a, b))  [a,b], on a f(a) > aet f(b) < b, c’est-a-dire g(a) > 0 et g(b) < b. D’apres
le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a la fonction g, il existe un réel c € [a, b] tel que
g(c) =0, donc f(c) =c.

Application 2 : premiére formule de la moyenne

Soient a et b deux réels tels que a < b et soient f et g deux fonctions continues sur
I'intervalle [a,b]. Montrer que si g est positive sur [a,b] alors il existe c€ [a,b] tel que :

b b
f F(x)g(x) dx=f(6)f g(x)dx.

Supposons que g soit positive sur [a, b], c’est-a-dire que tout réel x € [a, b] vérifie g(x) > 0.

Premier cas (g =0): Le résultat est alors immédiat puisque les deux membres de I'égalité sont
égauxa 0.

Second cas (g > 0) : Supposons donc qu'’il existe au moins un réel de [a, b] dont'image par g soit
strictement positive, entrainant ainsi que [ f g(x)dx # 0. Puisque f est continue sur [a, b], la
propriété 2 de I’énoncé (de la partie I) nous assure qu’elle est bornée et atteint ses bornes :
notons m sa borne inférieure et M sa borne supérieure. Alors

Vxela,bl, mg(x) < f(x)gx)<Mg(x)

b b b
> mf g(x)dxéf f(x)g(x)dxéMf gx)dx

b
d
ffjo mgf“ fx)gx)dx

b sM
f gx)dx
a
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Puisque la fonction f, de par sa continuité, vérifie la théoreme des valeurs intermédiaires, on

déduit de I'inégalité précédente que

b
f fx)g(x)dx

dcelab) | =~ - = f(o),

gx)dx
a

b b
c’est-é-diref fx)gx) dx:f(c)f g(x)dx.
a a

4. Application 3

Soit f une fonction continue sur [0,1] telle que f(0) = f(1).

4.1. Montrer que, pour tout entier n non nul, il existe ¢, € [0,1—,—11] tel que :

f(cn):f(cn+%).

indication : on pourra considérer la fonction f,, définie sur [0,1 - %] par

Ju(x) = f(x+ %) ~ f(x).

1
Soient n un entier non nul et f;, la fonction définie sur [0,1 — %] par: fp,(x)=f (x + —) - f(x).
n

Remarquons que

5eli) - 556

n

s n
= f(l)_f(ngl)+f(n;1)_f(n;2)+,..+f(%)_f(o)
= f()-f©0) =0.

Nécessairement, il existe p, 7 € [0,n — 1] tel que f,, (2) <0 et f,,(£) > 0 (sans quoi la somme
ne pourrait pas étre nulle). Posons alors x, = £ € [0,1- 1] et x; = £ € [0,1 - 1], de sorte que::

faxp) <O et fu(xy) >0.

Puisque f est continue sur [0, 1], on peut appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires

qui nous permet d’écrire que

1
Elcl’le[xpyx‘[]c[oy]-_;] |fn(Cn):O»

1
c’est-a-dire f(c,) = f (cn + -
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4.2.

Montrer que si on remplace % par un réel a €10,1[ tel que %QI\I, le résultat

précédent n’est plus vrai. On pourra considérer la fonction f définie sur [0,1] par
cos|—|—1{.
a

Sachant que f est continue sur [0, 1] et vérifie f(0) = f(1), il s’agit de montrer qu’il existe
n ¢ N (autrement dit, qu’il existe a € ]0,1[ tel que 1/a ¢ N) tel que pour tout c € [0,1 — a], on
ait f(c) # f(c+ a).

f(x) :cos(zjfo) -X

Utilisons la fonction suggérée par I'énoncé apres avoir vérifié qu’elle remplit bien les condi-
tions requises :
2nx 2n
[ Lafonction f définie sur [0, 1] par f(x) = cos (—) —Xx|cos (—) -1
a a
intervalle en tant que somme de fonctions continues sur cet intervalle ;
21 2n 2m
U f(0)=cos(0)—0|cos——1|=1et f(1)=cos— —|cos——1]|=1.
a a a

est continue sur cet

Soit alors c € [0, a]. Nous avons d'une part que

27mc 271
f(c)=cos— —c|cos— —1{,
a a
et d’autre part

2n(c+ a) 27
cos————(c+a)|lcos— -1
a a

flc+a)
2mc . 2nc | 27 27
= coS——cos2n—sin——sin2nx—c{cos— —1|—-a|cos— —1

=1 =0

27mc 27 27
= cos———-c|cos——-1|—-a|cos— —1].
a a a

27
Les deux égalités précédentes nous assurent alors que : f(c) — f(c+a) =a (cos —— 1).
a
Remarquons alors que :
1 27 27 27
—éN o —dg2i1N © cos—#1 o alcos——1]|#0,
a a a a
et ce résultat injecté dans 1'égalité précédente permet de conclure :

fle)-flc+a)#0 o flo) # flc+a).
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Partie I11 : réciproque du théoréme des valeurs intermédiaires

Bien avant Darboux, [...] Bolzano* avait critiqué comme incorrect I’'acceptation du concept
de continuité d’une fonction dans le sens ou la propriété des valeurs intermédiaires est
vérifiée par la fonction. Mais Lebesgue® note dans ses lecons sur l'intégration qu’« on
avait pris en France I'habitude de définir une fonction continue celle qui ne peut passer
d’une valeur a I'autre sans passer par toutes les valeurs intermédiaires, et |I'on considérait
cette définition comme équivalente a celle de Cauchy. Darboux, qui construisait dans son
"Mémoire" des fonctions dérivées non continues au sens de Cauchy, a pu montrer que les
deux définitions de la continuité étaient forts différentes ».°

1. Un exemple
On considére la fonction f définie sur R par :
f0)=0
. (1 .
f(x):sm(—) st x#0.
x
Montrer que la fonction f vérifie la propriété &2 mais n'est pas continue en 0.

La fonction f est continue sur R*, donc vérifie la proposition &2 sur R*. Puisque 0 est une valeur
prise par f en 0 et au moins un autre point de R*, il vient que f vérifie la proposition &2 sur R.

Si une suite est convergente, alors toute sous-suite converge vers la méme limite. Pour tout entier
n =1, posons

5 " B An+1)n
Xp, =207 — 00 e Yn = > — 0.
On constate alors que
. . . . @n+Dm T
sinx, =sin(2nn) =0 et siny, = SIHT =sin (Znn + E) =1.

Nous avons trouvé deux suites qui tendent vers la méme limite, mais leurs images par la fonction
f ne convergent pas vers la méme valeur. On en déduit que f n'admet pas de limite en 0 : f n’est
pas continue en 0.

2. Une classe de fonctions qui vérifient &2 : un théoréme de Darboux

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I d’intérieur non vide, et soit (a,b) € I?
(a<b). On se propose de montrer que f’ vérifie 2.

On suppose f’(a) < f'(b) et on considére A €]f’(a), f'(b)[. On considére la fonction g
définie sur I par g(x) = f(x) — Ax.

2.1. Justifier qu'il existe c € [a,b] tel que g(c) = inf g(x).
x€[a,b]

Puisque f est dérivable sur [a, b], g est aussi dérivable sur cet intervalle, et donc nécessai-
rement continue. D’apres la propriété 2 de I’énoncé (de la partie I), la fonction g est alors
bornée sur [a, b] et atteint ses bornes. Autrement dit,

dcela,b] | glc)= inf g(x).
x€la,b)

4 Bernard Bolzano (1781-1848)
5 Henri Lebesgue (1875-1941)
6 Gispert, op. cit., p2
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2.2. Montrer que c#a et c#b.

On a déja vu que g est dérivable sur [a, b], et pour tout x de cet intervalle, ona g'(x) = f'(x) —

A. Par suite,
A<f'(b)

A>f(a) , ,
< 0 et gby=fmb-A > 0.

ga=fa-1

Supposons alors que g admette son minimum en a. On aurait alors g(x) — g(a) > 0 pour tout
x> a, c'est-a-dire

g(x)—gla)

—F——=0.

x—a

La passage a la limite dans cette inégalité nous donnerait alors g’(a) > 0, ce qui est contradic-
toire. On montre de la méme maniére que g n'admet pas son minimum en b et on en conclut
quec#aetc#b.

2.3. Conclure.

Le minimum de g est donc atteint pour un point ¢ € ]a, b[, ce qui implique que g'(c) = 0,
donc que f’(c) = A. Pour synthétiser, f’ est une fonction définie sur un intervalle I d’intérieur
non-vide; pour tout (a, b) € I? tels que a < b et pour tout réel 1 € ]f'(a), f'b)[ (en supposant
f'(a) < f'(b)), on a prouvé qu'il existe un réel c € [a, b] tel que f'(c) = A :

f' vérifie la propriété 22.
2.4. En déduire un exemple d'une fonction définie sur R et qui ne posséde pas de

primitive sur R.

Considérons la fonction partie entiere E définie sur R. Supposons un instant qu’elle admette
une primitive notée ¢ sur R. Alors la fonction ¢’, donc la partie entiére E, vérifierait la pro-
priété 22 d’apres ce que nous venons de voir. Ce n’est pas le cas, car sil’on choisita=0,b =1,
A= % € [E(0), E(1)] =[0,1], on aura f(c) # A pour tout c € [0, 1], et on aboutit a une contradic-
tion prouvant ainsi que la fonction partie entiere définir sur R n’admet pas de primitive sur R.

3. Une condition pour qu’une fonction qui vérifie 2 soit continue

Soit f une fonction définie sur un intervalle I d’'intérieur non vide et telle que :
o f vérifie 2,
o pour tout xeI, f1({f(x)}) est fermé dans I.

Montrer que f est continue sur I.

Raisonnons par I'absurde et supposons que f ne soit pas continue, par exemple en 0 € I. Il existe
alors une suite (x,) d’éléments de I qui converge vers 0 tout en vérifiant, pour un certain € > 0,

|f(xn) — f(O)| > €.

La fonction f vérifiant la propriété 22, il vient que 3 y, € [0, x,] | f(y,) = f(0) + €. En passant a la
limite dans cette égalité, on trouve finalement que € = 0, ce qui est contradictoire.

Par conséquent, la fonction f est bien continue sur [a, b].
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Probléme 3 : quelques propriétés des polynomes de Laguerre ’

On pose pour tout entier naturel n et pour tout réel x :

X
hy(x) =x" e ™* et Lox) = < h™ (x).
n!

Partie I : étude de la famille (L,,)
1. Justifier les écritures précédentes, c’'est-a-dire que L, est bien définie pour tout entier
n.

Les fonctions x — x" et x — e~ sont de classe ¥ sur R pour tout entier n, donc la fonction
x — x" e™* aussi, et 'on peut ainsi la dériver autant de fois que 'on veut, en particulier n fois.
Enfin, puisque n! # 0, les L,, sont bien définis pour tout entier 7.

2. Calculer Ly, L; et L, explicitement.

Ona:
ex
Lo(x) = ahgn(x):ex e =1
o
L = o hVx) =e (e —xe M =e' e *1-x)=-x+1.
et o e’ e’
Ly(x) = o hé )(x) = ?(er_x —x’e™M = ?(Ze_x—er_x—er_x +x%e ™)
_ 1o
= Ex —-2x+1.

3. En précisant le logiciel de calcul formel ou le modéle de calculatrice utilisé, écrire une
procédure permettant d’afficher L,, pour une valeur de n donnée.

J’ai utilisé une TI-Voyage 200 en anglais (je suis toujours habitué a la programmation en anglais
sur ma TI-89...) pour faire la procédure demandée :

1 Fer FerFav]_FE FET 1 Fer Faw | Fu™ FE FE+
- E Control [I-0Mar|Find.. HndeT ] |~r Elﬁlgebr‘a Calc Dther‘TPr*ngDTElean Upl |
i Iéaugll.ha-r'“r'“»a-':r'nil
Lacal d ® laguerrel @) 1
fexpr ("t " Eetringln ke ma3d " -
e En kG o P " laguerre(l) L-x
tEndFunc x2—4-x+2
B ] aguetrerl 2] —
.3 Z
-9 +18-x-6&
B ] aguettel 3) [x = 3 = ]
laguerre{dd
RN FAD AUTO FUNL MAIN RAD AOTO FUNC 4rz0

J’ai décidé de créer une fonction plutdét qu'un programme afin que le résultat soit exploitable par
la calculatrice. La suite aprés "Local d" permet simplement de créer une fonction d utilisable par
la fonction laguerre. L'avant-derniére ligne est celle qui renvoie le résultat!

7 Edmond Laguerre (1834-1886)
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4. Montrer que pour tout entier n, L, est une fonction polynomiale et déterminer son
degré.
Dans toute la suite, on identifiera la fonction polynomiale L, et le polynéme associé.

On utilise la formule de Leibniz :

n | .
(xn e—x)(n) — ;( )(e—x)(z)(x )(n i) _ Z( 1) e —-X (’;)%xn—(n—z)

e*

n

i=0

L n n' i n i n 1 i
Z (i)?!x = 21 (i)ﬁx'

= Ly(x)

On constate bien que L, est une fonction polynomiale. De plus, lorsque i = n, on a

- (n) 1 1 (D"
(1)’ (’.l)f=(—1)” (”)—= U 4,
1] 7! n

n! n!

donc L, est une fonction polynomiale de degré n.

5. Soit neN.

5.1. Calculer h{” et h{"*" en fonction de L, et L.

er n!
OnalL,(x)=— hg{’) (x) & hff) (x) = — L,(x), et par suite on a aussi :
n! e*
L (x)= e h (x) + e R (x) = L, (x) + e R (x)
T n " o n "

|
o Ry = %(L;?(x) ~ Lp(x).

5.2. Donner une relation simple entre h,.; et h,.

Pour tout réel x, on a que hy41(x) = x*"e* = x x" e* = x h,(x), prouvant ainsi que h,; =
.X hn-

X X
5.3. En déduire que : L,;; = ——1L/ +(1——)L .
q LR n+1) "
En utilisant la relation £, = X h,, etla formule de Leibniz, on trouve :

n+1
i=0

En effet, pour tout entier i > 2, X @) = 0, Par suite, pour tout réel x,

Lisi() = o= R D (x)
X
= (ni o (xR () + (n+1) k' ()
= nf—l h(”+”(x)+ h(”)(x)
5. X S G
= T (e (L, (x) - Ln(x)))+ - Ln(x))

mL;,L(x)+(l—ﬁ)Ln(x).
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6. En remarquant que (K, ,)"™"" = ((hns1)™*V)’, montrer la relation

n+1
L,,=L,—Ly.
On considere toujours n€N. On a:
e’ j D)
L) = i hy (x)
e’ (n+1) (n+1) !
= (I’l+ 1)] hn+1 (x) ( 1)| (hn+l (x))
X
= Ly (0) + ——— (Bpey ()Y
n+1(X) (n+1)!( n+1(2))
. _ — ey (m+])
= Lpa(x)+ (n+Dx"e™*—x"te™)

(n+1)!

= Ln+1 (x)

~

ex
Ln+1(x)+ h(”“)() T ;”jl”(x)

51. e*

- %(L;(x)—Ln(x))

= L (x) - L.

7. En utilisant les différents résultats obtenus, montrer que :
VneN, XL'+(1-X)L,+nL,=0

et que :
Van>1l, @m+1)Lpg+X-2n-1)L,+nL,_1=0.

1
Montrons d’abord la premiére égalité : pour tout n € N, puisque Ln—z( ') (l)X’ ona:
iz i
n i (- l)l B n-1 (_1)i+l n .
B = 3 SR ()i (7] x - )
nt) Zl 121(1— D! ;0 it i+l
n-1 -1 i+1 . n—-1 -1 i+1 .
et X1 = xy SB[ n )y ED )y
= il i+1 o G=-Dr i+l

Par suite, toujours pour tout €N, on a:

XL +(1-X)L,+nL,

n-1_1y\i+1 i+1 . n (_1y\i .
_ (.1) .n)X’+(1 X)Z( 1) (,H)X’+ ('1) (’?)X’
1 (-Di+1 = ! I+1 = I
D n Y DT n -1 (n\ (D' (n))
- Z( (i- D (i+1)+ i (i+1)_u'—1)!(i)+” i (i))X
_p- Y X"+ +n(_1) X"
(n—1)! n!
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(XL +(1-X)L,+nLy,)

= n! 1 n! 1 n!
- l;( G(-DIG+DIn—i-1D! G+ Dim—i-1D! G—-Diln—i)
n! ;
+l_ '(n—l)')(_) X
= Lo 1n 1 n non ) COL
=\ G-Di+1l i+l (-Dn—-i) il(n—-i))iln—i-1)
o1 11 1 ,n 1 ) (-D* n! ;
] i+1 ii+1 n—i i(m-0)iln-i-DIG-1)
ol —i-1 i-n (-D* n! i
- =lia+n i(n—i)) i(n—i-1)3Gi—1)!
=Y (-DF n! ;
=1 _) i(n—i-1)3i—1)!
= 0.

Montrons maintenant la seconde égalité : on a

x

e’ 41 (n)
Lpy1(x) = (n+1)! nr:l (x) = n 1)'( n+1(x),)
ex
= (n " 1)' ((n + l)xne_x _ xn+le—x)(n)
ex X
= n+1) h(x) - x-x"e W
(n+1)!( ) () (n+1)!( )
Leibniz . e* _
= L,(x)— xh'(x) - ——— nh" V(x
n(%) (n+1 " (x) (n+1)! " (x)
X 1
= Ln (x) — m Ln(X) - nexm hg,tn_i—l)()C).
Or, pourtoutn > 1,0na:
e* e* e*
Ln(x)=— R (x) = — (" e )M = —'(nx"_le_x — x"e™ )"l
e’ (=1 (n-1)
— n— n—
= m ne1 (X)— !hn (%)

e* —
= Lp-1(0) - — k" V(%)
n!
o hrYw= i!(L — Ly(x))
n - oX n—1 n ’
donc finalement, pour tout n > 1,ona:

X n
Lyps1(x) = Lp(x) = —— Lp(%) = ——(Lp-1(%) = Ly (%))
n+1 n+1

& (n+1D)Lys1(x0) = (m+ 1) Ly(x) = XLy (x) — n(Lp-1(x) — Ly (%))
(n+1)Lp1(x)=2n+1-x)L,(x)—nL,—(x)
& n+1)L,y(x)+(x—2n—-1)Ly(x)+nL,_1(x)=0

¢



CAPES externe 2011 : Premiere composition 17/22

Partie I : application a un calcul de somme de coefficients binomiaux

1. En utilisant la formule de Leibniz, déterminer pour neN, les coefficients du polynéme

Ln-

Cette question a déja été traitée dans la question 4 de la partie I, ou I’on avait trouvé :

2. 2.1

2.2.

n (_1\i )
VneN, Lyx=) " il') (?)x’.
A

Soient n un entier naturel et f la fonction définie sur R par :

f0) =0,

f(x) = x"2 sin(

) si x #0.

xh+ 1

Démontrer que f admet un développement limité a I'ordre n+1 en 0 mais que f’
n'admet pas de développement limité a I'ordre 0 en 0.

On remarque que pour tout réel x #0,on a:

1
x"2gin ( )

xn+1

fx)

xn+1 - X+l

— : - _ n+1
_xsm(an) =" 0 = fx)=o0x""").
Par conséquent, f admet bien un développement limité a 'ordre n+1 en 0.

Cependant, et toujours pour x #0,ona:

1 (n+1Dx" 1
n+1 _: n+2
(n+2)x s1n(—xn+l)+x (— o2 cos(xn+l))

1

1 1
n+1 _:
(n+2)x sm(an)—(n+1)cos(xn+l).

f' n’admet pas de limite lorsque x tend vers 0 (en étant différent de 0), et ne tend donc pas
vers 0. Par suite, f' n'est pas continue en 0, et n'admet donc pas de développement limité a
I'ordre 0 en ce point.

Soient f une fonction admettant un développement limité a I'ordre n en 0, et k
un entier naturel tel que k < n. Donner une condition suffisante pour que "%
admette un développement limité a l'ordre k en 0.

11 suffit qu’elle soit de classe ¢! et que f"”(0) existe. En effet, sous cette hypothese, la
fonction f est n — k fois dérivable (car k < n), et la dérivée f (n=k) est donc de classe €% et
existe en 0.

Pour k > 1, grace au théoréme de Taylor-Young, son développement limité a 'ordre k en 0
existe, et cette existence nous assure méme (par un autre théoréme) que la partie réguliére
du développement limité a I'ordre k en 0 de f"~% est la dérivée du développement limité a
l'ordre nen0Ode f.

Si k =0, alors f)(0) existe ne suffit pas a dire que f"” admet un développement limité a
I'ordre 0 en 0. Il faut alors rajouter la condition que £ soit continue en 0.
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En conclusion, il suffit que la fonction f soit de classe "1 et que la dérivée f™ soit conti-
nue en 0. Il aurait aussi suffit que f soit développable en série entiere (afin de pouvoir dériver
terme a terme), mais la condition précédente est la plus faible.

3. On fixe neN et on considére NeN tel que N> n.

3.1.

3.2.

3.3.

Déterminer le développement limité a 'ordre n+ N en 0 de h,,.

Au voisinage de 0, on sait que :

N 1 N
X _ p
e = E ;X +o(x).
p=0F*
Par conséquent, on a aussi
N N
1 -1)P
e =) —(=xP+ox™) =) (—)x”+o(xN).
! !
p=0F: p=0 p:

Finalement, le développement limité de h, al'ordre n+ N en O est:

N 1P N (_1\P
hp(x)=x"e *=x")" (—x’”+0(xN) =) LJC”J”‘H-O(JC’”N).
p=0 p: p=0

En déduire le développement limité a I'ordre N en 0 de h™.

Un théoreme, partant de la supposition qu'une fonction f admette un développement limité
al'ordre n > 1en 0, nous dit que si f' admet un développement limité d’ordre n—1 en 0, alors
la partie réguliere du développement limité de f’ est la dérivée de celle de f.

Puisque f est une fonction de classe %, la question I1.2.2 nous assure que hﬁl” *N-N) - hﬁln)
(en prenant "n = n+ N" et "k = N") admet un développement limité a 'ordre N en 0. Le
théoreme énoncé précédemment nous permet alors d’écrire que

N o(-1DP  (n+p) N (n+ p)!

h(n) - ntp-n n+N-ny _ _1P Py N .
" p;o pt (n+p-n)! g o ) }9;0( ) (pH? x"+o(x™)
Montrer alors que I'on a au voisinage de 0 :
N L P
Ly(x)= Y cpx”+o(xV), oul VpE[O’N]]’CP:_'Z(_l)k(nZk) (Z)
p=0 P!'ico

Des résultats précédents, on peut appliquer le produit de Cauchy : notons que les fonctions
x—e Fet h%”) sont développables en série entiere de rayon de convergence +oo. On a alors
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3.4.

au voisinage de 0 :

1 1
Ly(x) = ; e h" (x) = — hﬁ{” (x) e

+00 1
= Z(— )”('”,)’Z) ”)(Z—xv)

p=0 P!

‘oo P (n+k)! 1
_ Dk p
,,ZO,;) k2 (p—k)l ™

too P (n+k)! 1
= k p
I T K-k

p=0k=0
+

P (n+k)! p! 1
_ Dk 1
,CZ_O( K ((ntk)— k) K(p—hot pt

- ExfertiI0)-

p=0 P i=o

p

1 P
Pour p € [0, N1, en posant ¢p = — Y (—Dn* (n-]: k) z), on obtient donc
P k=0
N
Ly(x)=)_ cpx”+0(xN).
p=0

En déduire que pour tout entier peN :

g { vl soren
e \k)™ p

0 si p>n.

2 k
Y (-1
k=0

Notons déja que si p > n, alors ¢, = 0 puisque L, est un polynome de degré n (question 1.4).
Supposons donc p € [0, n], et rappelons le résultat de la question IL.1 :

no(_1\P
Ln(x):z(;,) (Z) xP.

p=0

Par identification des coefficients lorsque N = n, on obtient alors

_(=1P(n 1 2 (n+k
o= Sl o mne

p!

= (3)

[d=5 0

P k
Y (-1

(n+k
k=0

k

d’ou le résultat attendu.
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Partie III : étude des polynomes de Laguerre comme base orthonormée

Pour tous P et Q appartenant a R[X], on pose :

+00
@(P,Q) = (P|Q) = fo P(x) Q(x) e dx.

1. Montrer que ¢ est bien définie.

Supposons que le polyndome PQ soit de degré n > 1. Alors, par croissances comparées, on a les
implications suivantes :

1 o .
: n+2 —-x _ -X _ x _
)}1_1,1010)6 e'=0=>e —o(xn+2):P(x)Q(x)e _O(xn+2)_0(ﬁ)‘

Or 1+°°% est une intégrale de Riemann convergente, donc f1+°°P(x)Q(x)e_x dx aussi, et c’est
donc nécessairement aussi le cas de ¢ (B, Q).
2. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R[X].

11 s’agit de montrer les quatre points suivants :

Bilinéaire: Soient Py, P, Q€ R[X] et A, u € R. Alors la linéarité de I'intégrale nous assure que

+00
AP +uPyQ) = fo APy + 1 P) (0)Q(x)e dx

+o00o +o0o
Af Pi(x)Q(x)e *dx+ ,uf Py (x)Q(x)e *dx
0 0
A@p(P1,Q) + p@(P2, Q).

On montre de la méme maniere que ¢ est linéaire par rapport a la seconde variable.

Symétrique: Soient P,Q € R[X]. La commutativité du produit dans R nous permet d’écrire que

+00 +00
¢(PQ) :fo P(x)Q(x)e_xdx:fO Qx)P(x)e *dx=¢(Q,P).
+00
Positive: Soit P € R[X]. Alors: ¢(BP) = f P?(x) e dx > 0.

>0 =20
Définie: Soit P € R[X]. Alors
+00
@(BP)=0 o f Pi(x)e *dx=0
0

P%(x)e”*>0 _
o VxeR,, P*x)e*=0

Pour tout x € R, I'inégalité e~ > 0 entraine directement que P?%(x) =0, donc P(x) = 0. Or un
polynéme ayant une infinité de racines étant nul, on en déduit finalement que P(x) = 0 pour
tout réel x.

Il s’en suit que ¢ est bien un produit scalaire sur R[X].
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3. Calculer pour neN, @(Lg, X™).

Soit n € N. Alors, puisque Lo(x) =1 (question1.2),ona:

+00
f x"e *dx
0
+00

[x”(—e'x)]goo—f nx" (—e M) dx
b
=0

+00
nf e ¥dx = gLy, XM
0

(P(LO; Xn)

La seconde égalité a été obtenue par intégration par parties en posant u(x) = x" et v'(x) = e™¥,
impliquant alors que u'(x) = nx" ! et v(x) = —e~*. Notons que cette intégration est permise car u
et v sont deux fonctions de classe ¢! sur R;.

Montrons alors par récurrence sur I'entier n que ¢(Lg, X") = n!:
Initialisation (n=0): Ona (Lo, X°) = ;e *dx= [~e i =1.

Hérédité : Supposons le résultat vérifié au rang n et montrons qu’il encore vraiaurang n+1:
Lo, X" = (n+ 1) (Lo, X "2 (n+1) 0l = (n+1)!

Finalement, pour tout entier n € N, on a: ¢(Lg, X") = nl.

4. 4.1. Montrer que : Vke[0,n],3 Qe R[X] |V xER, hg,k)(x):x"‘ke‘ka(x).

Soient n e N et k € [0, n]. Alors, pour tout réel x, on a

Oy = (x"e)®
k
i

Leibniz (k—1)

() (e7)

N

Il
(=)

n!

n—i _qyk=i —x
s e

[
=
~

Il
o

- —ilx
il(n—1)!

k\ nl n=k (k=) (_qyk=i px
i

Il
.MW

Il
S

k
= x"Fe Y (-nki (k) (n) itxkl,
— i)\i
i=0
k i [k (n i
En posant Qi(x) = Z(—l) ! (z) (l) i'x*! pour tout réel x, on arrive bien au résultat de-
i=0

mandé.

4.2. Etablir que :

(-nP
n!

+00
VneN,YPeR[X],Ypelo,nl, @LnP)= f " P (x) PP (x) dx.
0

Soient n > 1 un entier, P € R[X] et p € [0, n]. Montrons le résultat demandé par récurrence
sur 'entier p :
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Initialisation (p=0): Ona

+00 00 pX
@(LnP) = f Ln(x) P(x) e " dx = f %hﬁ{”(x)P(x) e *dx
0 0 .
1 +00
= ik R p(x)dx
-1 0 +00
CU n') fo R pO(x) dx.

Hérédité: Supposons le résultat vrai au rang p, et montrons qu’il 'est encore aurang p+1:

HR (=D7?
oLy, P) = -

+00
f R P (%) PP (x) dx
0

. Y o o too
g ([P(”)(x) ny P ) - f By 770 00 PP () dx
n! \L ~ J0

ng

=0

-1 p+l r+oo B
_ )' f R PED) (0 pP+D (3) dx.
n. 0

L'égalité (*) est justifiée par une intégration par parties utilisant les fonctions u(x) =
PP (x) et v(x) = hﬁ,”"” (x), impliquant que ' (x) = PP*D(x) et v(x) = hfqn_p_l) (x). Il est
important de noter que les fonctions u et v sont toutes les deux de classe ¢! sur R. Ceci
acheve donc notre récurrence, et 'on note qu’on a en particulier, pour tout entier naturel

n,
(-1"

+00
(L, P) = f hy(x) PP (x)dx.  (0)
0

5. En déduire que (Ly),cn est une famille orthonormée de (R[X], ).

Soit n € N. Puisque L, € R[X] (question 1.4), |’égalité (¢) nous donne

-n"
(p(Lann) = 1)

+00
f B (x) L (x) dx.
0

n

_1\i . _1\n
Or: Ly y: D (’;‘) I:Lﬁ,”)(x):%(Z) nl=(-1)", d'ou

|
i=0 b

+00 1 +00 1
f (1" halr) dx = —f ha(x)dx = = (Lo, X") 21,
0 ntJo n!

1"
(P(Ln,Ln) = ( ')

Soit maintenant k € [0, n — 1]. Alors
(_ l)n +00
@Ln, L) 2 — fo Ry (x) LU (x) dx.
Or deg(Ly) = k < n, donc L;C”) (x) = 0 pour tout réel x, entrainant ainsi que ¢ (L, L) = 0.

Finalement, (L) ,cn est bien une famille orthonormée de (R[X], ¢).




