ministere ¥ P —
cdusatl EBE MAT 2
nationg | Repére a reporter sur la copie

SESSION 2012

CAPES
CONCOURS EXTERNE

| ET CAFEP

Section : MATHEMATIQUES

DEUXIEME COMPOSITION

Durée : 5 heures

Calculatrice électronique de poche - y compris calculatrice programmable, alphanumérique ou a
écran graphique — a fonctionnement autonome, non imprimante, autorisée conformément a la
circulaire n® 99-186 du 16 novembre 1999.

L’usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout autre matériel électronique
est rigoureusement interdit.

Dans le cas ot un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) le signale trés
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit |'épreuve en conséquence.

De méme, si cela vous conduit & formuler une ou plusieurs hypothéses, il vous est demandé de la (ou les)
mentionner explicitement.

NB : Hormis Uen-téte détachable, la cople que vous rendrez ne devra, conformément au principe d’anonymat,
comporter aucun signe distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé
comporte notamment la rédaction d’un projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de

signer ou de Didentifier.
Tournez la page S.V.P.



Probléme 1 : anneau (Z/nZ,+, X)

Notations :

* Pour un ensemble fini F', on note card(F') son cardinal.

* Pour n € Ntel que n > 1, on note Z,, 'ensemble des éléments inversibles de 'anneau (Z/nZ, +, x)

et NV, 'ensemble des éléments non inversibles.

* Pour a et b € Z, "a divise b" est noté a|b, ce qui équivaut a : Ik € Z, b = ka.

* Pour a et b € Z, le plus grand commun diviseur dans N de a et b est noté a A b.

* Pour a € Z et n € N*, on désigne par @ la classe de a dans I'ensemble quotient Z/nZ.
Rappels : on considére (G, .) un groupe fini d’élément neutre 1¢.

* Soit a € G. On appelle ordre de a, que I'on note w(a), le plus petit élément de Iensemble
{kﬁ GN*/ak = lg}.
On a alors : 0 < w(a) < card(G) et @@ = 1.

* Le groupe G est cyclique si et seulement si il existe a € G tel que card(G) = w(a).

Eléments inversibles de I’anneau (Z/nZ, +, x)

1. Soient a € Z et n € N tels que n > 1. Démontrer que @ est inversible dans (Z/nZ,+, x) si et
seulement si a An = 1.

2. Soit n € N tel que n > 1. Montrer que (Z,,, X) est un groupe commutatif.

3. Sans justification, énumérer, dans un tableau ayant deux rangées, les éléments de Z;g avec leurs
ordres. Ce groupe (Z19, x) est-il cyclique ?

4. Sans justification, énumérer, dans un tableau ayant deux rangées, les éléments de Z1o avec leurs
ordres. Ce groupe (Z12, X) est-il cyclique ?

5. Pour les algorithmes demandés, on utilisera uniquement les opérations x, 4+, A et la fonction de
deux variables reste oli reste(a,b) donne le reste de la division euclidienne de a par b pour
acNetbeN*.

On pourra également utiliser des boucles de type
- for
- while
- et la construction if...then...else....
On précisera le logiciel de calcul formel ou le modéle de calculatrice utilisé.

5.1. Ecrire une procédure Test ( , ) ayant comme arguments deux entiers naturels k et n avec
n > 1 affichant "1" si k € Z,, et "0" sinon.

5.2. Ecrire une procédure Card( ) ayant comme argument un entier n avec n > 1 affichant le
cardinal de Z,,.

5.3. Ecrire une procédure Ord( , ) ayant comme arguments deux entiers naturels k et n avec
n > 1 affichant la valeur de w (k), lordre de k dans (Z,, x), si k € Z,, et "Erreur" sinon.

Eléments non inversibles de I’anneau (Z/nZ, +, x)

Soit n € N. On dit que n est primaire lorsqu’il existe un nombre premier p et o € N* tels que n = p©.

6. Soit n € N tel que n > 1 et n ne soit pas primaire.

6.1. Etablir qu'il existe deux entiers, que I'on notera n; et no, tels que n = ning, 1 < ny < n
et n1 Ang=1.
On pourra utiliser la décomposition en produit de facteurs premiers de n.

6.2. Montrer alors que (n; +mng) An = 1.
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7.

8.

6.3. Etablir également que : 7y € Z,, et g € I,
On considére p un nombre premier et o € N*.
Soit k € Z. Prouver que : k € Nyo <> plk.
Soit n € N tel que n > 1.

Démontrer que N, est un sous-groupe de (Z/nZ,+) si et seulement si n est primaire.

Probleme 2 : isométries du plan et de 'espace

On considére E = R" (avec n € {2,3}) muni de sa structure canonique d’espace vectoriel euclidien.
Rappels et notations :

Pour un ensemble fini F', on note card(F') son cardinal.

E est muni canoniquement d’une structure affine.

Une application affine de ' est une application f : ' — E telle qu’il existe une application
linéaire ¢ : E — E vérifiant : pour tout (4, B) € E?, f(A)f(B) = (zﬁ)

f étant donnée, I’application ¢ est unique, elle est appelée partie linéaire de f et on la note 7

Une isométrie de E est une application f : E — E vérifiant :
pour tout (4, B) € E*, f(A)f(B) = AB

Une isométrie de E est une application affine de F.

Si f est une isométrie de F, on dit que f est un déplacement de F lorsque det (?) > 0.

On note Is(FE) ensemble des isométries de E, Is*(E) lensemble des déplacements et

Is=(E) =1s(E)\ IsT(E).

L’image d’une droite (resp. d’un plan) de E par une isométrie de F est une droite (resp. un
plan).

Une isométrie de E est une bijection de E sur E.

(Is(E),o) est un groupe et Is™(FE) est un sous-groupe de (Is(E), o).

Sifels (E)etgels (E),alors foge IsT(E).

Sifelst(F)etgels (E), alors foge Is™ (F).

Pour une isométrie f de E, on note fO = Idg I'application identité de E, fl = f, f2= fo f et
f~! la bijection réciproque de f.

On considére F une partie non vide de E. On note G(F) (respectivement G (F')) 'ensemble
des isométries (respectivement déplacements) de F laissant globalement invariant I’ensemble F'.

Ainsi pour tout f € Is(E)ona: f € G(F) <= f(F)=F.
De plus, on a : GT(F) = G(F) N IsT(E).
On définit enfin G—(F) = G(F) \ G (F).

Partie A : généralités

. Soit f € Is(E).

f(M)e F

Etablir que f € G(F) si et seulement si pour tout M € F, on a { FY(M)e F -

. Montrer que G(F) et Gt (F) sont des sous-groupes de (Is(E),o).
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3. Soit s € Is(F) telle que s soit une symétrie.
Etablir que s € G(F) si et seulement si pour tout M € F, on a s(M) € F.
On rappelle qu’une symétrie o de E est une application affine telle que o o 0 = Idg.
o GH(F) — G (F)
4. On suppose qu’il existe ¢ € G~ (F'). On note & : { .
@ (F) f s gof
4.1. Justifier que ® est une application bien définie.

4.2. Montrer que ® est une bijection.

5. Démontrer que si G(F) est fini alors card (G(F)) = card (G1(F)) ou card (G(F)) = 2card (GT(F)).

Partie B : exemples dans le plan euclidien

Dans cette partie, on se place dans le cas ot n = 2 et on désigne par P le plan R? orienté.
On rappelle que Is*(P) est constitué des rotations et des translations et que les réflexions (symétries
orthogonales par rapport & des droites) sont des éléments de Is~(P).

Un singleton
Soit € un point du plan P.
1. On considére une application f € Is~(P) telle que f(2) = Q.
1.1. Justifier qu’il existe I € P tel que f(I) # I. On appelle r la réflexion ayant pour axe la
médiatrice de [I, f(I)].
1.2. Montrer que r(2) = Q puis que r o f = Idp.
1.3. En déduire que f est une réflexion.
2. Démontrer que les éléments de G ({€2}) sont les rotations de centre € et les réflexions d’axe
passant par 2.
Une paire
On considére une paire de points du plan, U = { Py, P,} ou P, # P».
On note I le milieu du segment [Py, P5].
3. Soit f € G(U). Montrer que f(I) = 1.
4. Soit f € GT(U) tel que f # Idp. Prouver que f est la symétrie centrale de centre I.
5. Montrer alors que G(U) est formé de quatre éléments : Idp, la symétrie centrale de centre I et
deux réflexions.
Une ellipse
N

On munit le plan P d’un repére orthonormé direct (O; 7, 7). Les axes de coordonnées sont notés :

(Ox) et (Oy). ) ,

Y

On considére Dellipse I' d’équation : + ol lavec 0 <b<a.

a2
a
On note A(a,0) et A’'(—a,0) les sommets principaux de Dellipse I'. On note s la symétrie centrale de
centre O, rp la réflexion d’axe (Oz) et 7y la réflexion d’axe (Oy), de sorte que, d’aprés de qui précede :
G({A,A'}) = {Ildp,s, 71,72}

6. Soit M € P de coordonnées (z,y). Donner les coordonnées des points s(M),r1 (M) et ro(M).
7. Montrer alors que G({A, A'}) C G(I).
On note A = {M € P /OM < a} le disque fermé de centre O et de rayon a et A le cercle de centre
O et de rayon a.
8. Pour a = v/3 et b = 1, représenter sur un méme graphique l’ellipse I" et le cercle A.
9. Etablir que I' C A.
10. Montrer que I'NA = {A, A'}.
11. Soient P et P’ deux points de T'.
(a) Montrer que : PP’ < 2a.
(b) Etablir de plus que : PP’ = 2a <= {P, P'} = {A, A’}
12. En déduire que : G(T') = G({A, A"}).
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Partie C : étude d’isométries de I'espace

Pour la fin du probléme, on se place dans le cas ot n = 3. On désigne par € I'espace R? orienté muni

%
d’un repére orthonormé direct : R = (O; 7,7, k ). Les axes de coordonnées sont notés (Oz), (Oy)

et (Oz).

On rappelle qu’un automorphisme u de £ est orthogonal si et seulement si pour tout 7 e €
|lu(2)|| = ||2’|| ou ||| désigne la norme euclidienne de &.

O(€) désigne I'ensemble des automorphismes orthogonaux de £.

On rappelle qu'une matrice A € M3(R) est orthogonale si et seulement si ‘AA = I3 = A'A ou ‘A
désigne la transposée de la matrice A.

L’ensemble des matrices orthogonales (resp. orthogonales de déterminant 1) est noté Os(R) (resp.

SO3(R) ).
1. Soit f € Is(€).
1.1. Montrer que 7 € 0(€).

On note alors A la matrice de 7 dans la base orthonormale directe ), X, X' et
B les matrices colonnes respectives des coordonnées des points M (z,y, z), M'(2',y/, 2') et
f(O)(«a, B,7) dans le repére R.

1.2. Montrer que : f(M)=M'<— X' = AX + B.
(C’est 'expression analytique de f relativement au repére R.)
1.3. Montrer que : A € O3(R) puis que : f € IsT(€) si et seulement si A € SO3(R).

_>
(7,7, K

9

Pour i € {0,1,2,3} on considére les matrices carrées :

1 00 -1 0 0 1 0 0 10
AOZI:),: 010 ,A1: 0 -1 0 ,AQZ 0 -1 0 etA3: 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 -1 0 0 -1
2. Justifier que pour i € {0,1,2,3}, on a 4; € O3(R).
3. Pour quelles valeurs de i € {0,1,2,3}, a t-on A; € SO3(R)?
0
Soit A € R. On considére la matrice colonne By = | 0 | et on définit les applications ¢y, vy, s et r
A

de £ dans & par leur expression analytique :
th: X' =X + B, vy X' = A1 X + By, s: X = A X, r: X = A3X

De plus, on note v = vy.
On rappelle que IsT(€) est constitué¢ des translations, des rotations axiales et des vissages. Les
réflexions de £ (symeétries orthogonales par rapport a un plan) sont des éléments de Is—(E).

4. Sans justification, donner la nature des transformations ¢y, v, s et r ainsi que leur(s) élément(s)
caractéristique(s).

5. Montrer que vy = v oty = t) o v et reconnaitre cette transformation en précisant ses éléments
caractéristiques.

On pourra utiliser un calcul matriciel.

6. Soient v et § € R. Montrer que v, 0 vs = ty45 et que ty 0 vs = V45 .

Partie D : un cylindre a base elliptique

On considére deux réels strictement positifs a et b tels que a > b.

2 2
+4 -1

On considere le cylindre C d’équation —
a b2

On considére IT le plan d’équation z = 0 et I' I'intersection du cylindre C et du plan II.
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2,2
x
On remarque que la courbe I' est Iellipse d’équation : — + ‘Z—Q = 1 dans (O; ?, 7) repére orthonormé

a2
du plan II.

= acos(0)

= bsin(0)

On va montrer que les éléments de G(C) peuvent s’écrire en composant certaines isométries de la
partie précédente.

Pour 6 € R fixé, on considére la droite dg de £ d’équations : { v

1. Soit A € R. Montrer que ty, vy, s et 7 sont des éléments de G(C).

2. Montrer que C = U dy.
0eR
3. Soit D une droite non paralléle a d.
3.1. Etablir que D admet un vecteur directeur 7(0(, B,7) tel que « et 5 ne sont pas simulta-
nément nuls.
On pourra commencer par donner un vecteur directeur de dg pour 0 € R.
3.2. On note My(xo,yo, 20) un point de D.
Donner une équation paramétrique de la droite D obtenue a l’aide de U et de M.
3.3. Montrer alors que D coupe C en au plus deux points.
4. Soit f € G(

C). Déduire de la question précédente que f(dp) est paralléle a la droite dy.

%

5. Soit f € G(C). Montrer que k est un vecteur propre de ?
)

_>
6. Soit p € O(€) admettant k& comme vecteur propre.

” -
6.1. Etablir que ¢ admet dans la base (?, 7.k ) une matrice de O3(R), donnée par blocs, de

M 0
la forme 0 | ot M € O2(R) et e € {—1,1}.
00 €

6.2. Vérifier que € = det(p) det(M).
7. Soit f € GT(C) tel que f(O) € II. On admet que f(IT) = II.
I — II
M — g(M)=f(M)

7.1. Etablir que g est une isométrie de II vérifiant g(T') =T.

On peut donc définir g : { , application induite par f sur II.

7.2. A T’aide de la partie B, énoncer les quatre possibilités pour g puis en déduire que f (0)=0.
(7, 7).
7.4. Vérifier alors que I'on peut trouver i et j € {0,1} tels que f = v/ o s%,

7.3. Ecrire les quatre possibilités pour la matrice de 7 dans la base

On pourra utiliser 'expression analytique de f et la question 6.
8. Soit f € GT(C) tel que f(O) ¢ 11
—
On note O’ le projeté orthogonal de f(O) sur le plan II, ¢ la translation de vecteur f(O)O’ et
h=tof.
8.1. Montrer que h € GT(C) et h(0O) € II.

On pourra commencer par justifier que t peut s’écrire t = t, avec p € R* et utiliser la
question 1.

8.2. Montrer que I'on peut trouver A € R* i et j € {0,1} tels que f = t) o v’ o s°.
9. Soit f € G~(C).

9.1. Etablir que ro f € GT(C).

9.2. En déduire qu’il existe A € R, i et j € {0,1} tels que f =7 oty ovl os’.
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Partie E : une hélice.

On reprend dans cette partie les notations de la partie précédente.

R — &

t — M(t)(acos(t),bsin(t),t)
On note H la trajectoire de cet arc paramétré.

On considére 'arc paramétré M : {

1. Montrer que H C C.

2. Soit D une droite telle que D coupe la courbe H en au moins trois points.
Montrer alors qu’il existe 8 € R tel que D = dy.

On pourra utiliser les questions 2. et 3. de la partie D.

Soit § € R. Montrer que dg N'H = {M (0 + 2kn) / k € Z}.

Soient f € G(H) et # € R. Montrer qu’il existe w € R tel que f(dg) = d,,.
En déduire que G(H) C G(C).

Soit k € Z. Montrer que tor, € G(H).

Soit A € R tel que t\ € G(H). Prouver qu'il existe k € Z tel que A = 2k
On pourra utiliser le fait que ty (M(0)) € H.

Justifier brievement que s et v_, € G(H).

9. Soit A € R tel que vy € G(H). Prouver qu’il existe k € Z tel que A\ = (2k + 1)m.
On pourra utiliser le fait que vy (M(0)) € H.

NS gtk W

®

10. Soit f une isométrie de £. Démontrer que :

f=togros
feEGT(H)«—=3kez, Jic{0,1}, ou

[ =v@rs1)m 08’

11. On veut montrer que G(H) = GT(H).
Pour cela, on suppose que G(H) # G+ (H).

11.1. Démontrer qu'il existe A € R, i et j € {0,1} tels que r oty o v/ 0 s* € G~ (H).
11.2. En déduire que I'on peut trouver un réel noté u tel que rot, € G~(H).

11.3. Calculer les coordonnées du point r o t,, (M (0)).

11.4. En déduire que 'on peut trouver m € Z tel que r o topr € G~ (H).

11.5. En déduire que r € G~ (H).

11.6. Calculer les coordonnées du point r (M (E))

2
11.7. Conclure.
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