LECON N° 25 :

Définition et propriétés du barycentre de n
points ponderés. Application a I'étude de
configurations du plan, de I'espace.

Pré-requis :

— Géométrie dans le plan et dans I'espace;
— Propriétés du calcul vectoriel;

— Espaces et applications affines.

On se place dans un espace afffhde dimensiomp € N* et de direction& (espace vectoriel associé).

25.1 Barycentre den points pondéres

De maniére introductive, en considérant une balance avecrdasses: a gauche (pointl) et’ a droite
(point B), il serait naturel de placer le poidt tel quem GA = m’ GB afin d’obtenir I'équilibre. On se
propose donc ici d’étudier I'ensembfedéfini par :

i=1

S:{Me£| > a;iMA; =0, Al,...,Aneg,al,...,aneR,neN*}.

. , . , . " — g ;e - "
Dans la suite, on notera systématiquenietj I’equatlonz a; M A; = 0, et on définitn = Z a;.

i=1 i=1

Théoréme 1: Siy_ 7

~,a; =0,alorsS = @ouS = &. Sinon, S admet un unique élément.

démonstration: Considérons un poin® arbitraire dans&’. Dans ce cas, on a que

Za,MA —O@Zaz MO + OA;) = (Zaz> MO—i—Za,OA =0.

=1 =1

Sim =0, alors (%) < >, aiO—A; — 0. Le membre de gauche est une constante qui ne dépend pas
de M : elle vaut soit, auquel cas toud/ € & est solution dé¥ ) ; soit différente dé) et cette équation
n'admet pas de solution.

Sim # 0, alors

(%) = ;Z
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Cette égalité définit bien un poinf solution de I'équatiori» ). Supposons alors que’ soit une autre
solution de I'équatior{>). Ainsi,

n N .
& g aiMM' =0< M= M.
i=1

M est donc la seule solution dek ), d’ou S admet un unique élément. |

Définition 1 : Lorsque m # 0, on appellebarycentredesn points pondérés{(A;, a;),;} I'unique
% —_
point G telque "  a; GA; = 0.

Proposition 1 :

(i) Commutativité: Le barycentre den points pondérés reste inchangé sil'on permute 2 ou plusies
points ...

(i) Homogénéité ...ou sil'on multiplie tous les coefficientsa; par un méme nombre non nul . ..
(i) Associativité ...ou sil'on remplace certains points, dont la somme des edficients est non nulle

[

par leur barycentre affecté de cette somme.

démonstration:
(i) Découle du fait que I'addition de deux vecteurs est commutative.
(i) Soit A # 0. Alors G = bar{(A;, \a),} < S (Aa))GA; = 0 < A0 a,GA; = 0 <
Yoy a,-G—A; =0« G = bar{(4;, a;); }-
(iii) SoientJ C I ={1,...,n}etH = bar{(A;,a;);c ;}, SOuUs réserve qug_,. ;a; # 0. Alors

G =bar{(4;,a:);c 1} = Zaiﬁ:6<:> ZaiG—A)-+ Z aiﬁzﬁ

ieJ i€ I\J
& Z%GH—FZCMHA + Z aZGA =0
i€ J i€ J 1€ I\J
—_— —_— —
& mGH+ Y aGA;=0

i€ I\J

& szar{(H Zm) (A;,a;) zeI\J}
i€ J

d’ou le résultat.

Le point (ii) de cette derniére proposition nous amene a wéfin

Définition 2 : L' isobarycentrede n points pondérés est le barycentre de ces mémes points, todteatés
des mémes coefficients, et I'on note dans ce cas pour£ 0,

G = bar{(A, \), ..., (An, A}
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25.2 Applications affines

Définition 3 (rappel) :

Une appllcatlon f + & — & est dite affine s'il existe A € & d’image

A’ et une application f . € — & linéaire tels que pour tout M € &, d’image M’, on ait

e — —_—
A'M’ = f (AM).

—_— —

. —_ —— — —_ — — ——
Remarque 1:SiB # A, alors f (BM) = f(AM — AB) = f(AM)— f(AB) =AM — AB = B'M,
donc cette définition est indépendante du pdint

Théoréme 2. f : & — & est une application affine si et seulement $f conserve le barycentre.

démonstration:

"= Y aG A = S0 f (GA) = (S wGA) = F(0) = 0 <&

— — —

G'=f(G) =

bar{(f(A:),a:);}

"<": Soitf: & — & une application conservant le barycentre &t &. A tout vecteuri € &
—
est associé un unique poidtf € & tel que AM = «. On peut ainsi définir une application
- = — — — — .
f:& — & par f(u) =A'"M’'. Montrons alors quef est linéaire.

— —

. — — - RV — —
Soientui,us € &, \,;u € Ret My, My, N € & tels queAM; = ui, AMs = us et AN =
— —_ — — - 7 .
AAMy + pAMy = Auq + pus. Alors on peut aussi écrire :

)
|

—_— — —_— —_—
AN = (1-X—p)AA -+ AM, + pAM,

= (1—A—p)(AN + NA) + (A+ ) AN + ANM; + uN My
— — —_— P

= AN+ (1—\— p)NA+ANM, + uNM,

(1= A—p)NA+ A\NM; + uNMs

e N = bar{(A71_)‘_M)v(Mla)‘)a(M2aM)}'

Par hypothese, en notad’ I'image deN par f, on a

= bar{(A",1 — X — p), (M}, \), (M}, )},

—_
et le raisonnement ci-dessus montre qu'alarsV’ = (1 — X\ — u)A’A" + NA'M| + pA’ M),

c’'est-a-dire

T+ pis) = AF (@) + u f (3),

_) . ’ -
de sorte quef est linéaire.
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25.3 Coordonnées d’'un point

25.3.1 \Vectorielles

Théoreme 3 : Si le pointA; admet pour coordonnées (resp. affixe{x;, ..., x;p) (resp. z;) dans
un repére affine de I'espaces’ (resp. un repére orthonormé direct du plané&’), alors les coordonnée
(g1, .- -,9p) (resp. I'affixe g) du point G sera donnée par

, 1> 1>
V] € {]_, . e ,p}, g; = — E a;T;; (resp.g = — E (L,;Z,,;).
m =1 m =1

démonstration: Ceci découle directement de la définition. .. [ |

25.3.2 Barycentriques

Soit (Ag, A4, ..., A,) un repere affine d& (donc tel que pour tout € {1,...,p}, AgA; forme une
—
base de&’). Soit M € & quelconque. Il existe alors un unique{ 1)-uplet (zo, ..., z,) tel queM =

,,,,,

diviser chaque:; par la somme de tous les).

. i e — —_ —_
De petits calculs vectoriels montrent que dans ce da8/ = Y " | 2,404 = (1 — >0 | x;)AgAy +

-----

Nous obtenons donc la définition suivante :

Définition 4 : On appelle alors I'unique (p+1)-uplet (o, 21, . . . , x,,) défini ci-dessus lesoordonnée
barycentriqguesdu point M dans le repére affine( Ao, A1,...,Ap).

-

Remar que : En particulier, pour I'isobarycentr@, on aAoG = Y 0 | x;A0A; < Vi€ {1,...,p}, z; = a;/m,
ce qui implique que la premiére coordonnée barycentrique du Goast nulle.

25.4 Applications

25.4.1 CentreO du cercle circonscrit

Proposition 2 : Soit ABC un triangle acutangle (par abus de notation, on notera de la @me maniére
un sommet de ce triangle et I'angle qui lui est associ€). Aler

O = bar{(A,sin2A), (B,sin2B), (C,sin2C)}.
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démonstration:

Décidons d’abord de I'orientation d’'un angle en convenant que le sens A

négatif serait celui des aiguilles d’'une montre (convention habituelle. . .). AN
) — — —

Soit alorsi = OAsin2A + OBsin2B + OC'sin 2C. Alors

— — — — —
|[@AOA|| = |[(OAsin2A + OBsin2B + OCsin20) A OA|
= |[[sin2B(OB A OA) +sin2C(OC AN OA)|| :
—_— = —_— =
< [[sin2B(OB A OA)|| + | sin2C(0OC A OA)||
< sin(2B)R%(—sin 20) + sin(2C)R? sin 2B = 0,

—_— ., . A . . o - .
doncu et O A sont colinéaires. On montrerait de méme quest aussi colinéaire & B et OC/, ce qui
contraint d’'étre le vecteur nul.

De plus,A + B + C = 7 implique quesin 2A + sin 2B + sin 2C = 4sin Asin Bsin C' # 0 pour un
triangle non aplati (ce qui est le cas ici.. .). |

25.4.2 Droites remarquables d’un triangle non aplati

Proposition 3 : Soit ABS un triangle, a, b, c les longueursBC, AC et AB, ainsi que o, 3, la
mesure des angles ed, B et C.

(i) Les médianes sont concourantes e = bar{(A,1), (B, 1), (C,1)},
(i) Les bissectrices le sonted = bar{(A,a), (B,b),(C,c)},
(iii) Les hauteurs le sontenl = bar{(A, tan «), (B, tan3), (C,tan~)},

(iv) Les médiatrices le sont enJ = bar{(A,tan3 + tan~), (B,tana + tan~), (C,tan o +
tan 3)}.

lllustrons ceci par un dessin, afin de mettre aussi au ckind¢ations utilisées dans cette proposition.
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démonstration:

(i) SoientA,,, B,,,Cy, les milieux respectifs deBC|, [AC], [AB]. Alors A,,B = —A,,C, donc
A, = bar{(B,1),(C,1)}, etde méme3,, = bar{(4,1), (C,1)} etC,, = bar{(4,1),(B,1)}.
Mais dans ce cas, on détermine qie= bar{(A, 1), (B,1),(C,1)} = bar{(A4,1), (An,2)}, ce
qui prouve quez € (AA,,). On montre alors de la méme maniére gueappartient aussi aux
droites(BB,,,) et (C'C,,), ce qui montre que ces trois droites sont bien concourantes en le bary-
centre annonce.

(i) SoientA, (resp.By, Cy) les points définis respectivement par I'intersection de la bissectrice issue
de A (resp.B, C) et du segmentBC] (resp.[AC], [AB)).
La paralléle a(AB) passant parC' coupe la bissectrice A

(AA,) enM, de sorte que les angldBAM et AMC' soit
€gaux (alternes-internes), rendant le triangle”’' M iso- ‘

cele (et en particulierAC = CM). Par application du '
théoréme de Thalés dans les trianglégAB et A, M C, B
on montre que \

AB  AB  AB AB ¢ ’
AC T AC T CM T AC T b \

Or A, € [BC], donc il existe un réel strictement positif |/
tel queAb—B> = —k,uTbC)’. D’apres ce qui précede, et puisque M
les pointsA,, B et C sont alignés, il vient que “

i AbB _ ¢

- AC Y
d’'ou bﬁ = —cm < Ay = bar{(B,b), (C,c)}. On montre de la méme maniére gbg =
bar{(A4,a),(C,c)} et C, = bar{(4,a),(B,b)}. Mais dans ce cas, on détermine qiile =
bar{(4,a), (B,b), (C,c)} = bar{(A4,a), (Ay,b+ c)}, ce qui prouve quél € (AA;). On montre
alors de méme qu# appartient aussi B By) et(CCy), d'ou le résultat.

(i) Soient Ay, By, C}, les pieds des hauteurs issues respectivememd,de et C'. Supposons que
chacun de ces points sur dans le segment oppbsétant le projeté orthogonal de sur[BC], il

existe un réek strictement positif tel qud, B = —kA,C. Ces trois points étant alignés, il vient
quek = A, B/A,C. Mais alors

_ AAy, _ AAy, _ tan -y
tan,@—m et tan’y—@ﬁk—ta‘nﬁ,

de sorte quean A, B = —tanyA,C, ou encored;, = bar{(B, tan 3), (C, tan~y)}. On montre
de méme qués;, = bar{(A,tan ), (C,tan~y)} et Cj, = bar{(A4,tana), (B,tan )}, et I'on
conclut comme précédemment.

Supposons maintenant que I'un des trois pieds se situe en-dehorgrderseopposé. Alors on
peut se ramener au cas fraichement traité par les formules de trigonemétr

(iv) On saitdéja qued,,, = bar{(B, ), (C, A)} pour tout réel\ non nul. Par le théoréme des milieux,
(AmBm) /| (AB) (resp.(BnCn) /| (BC) et(AnCn) J (AC)), ce qui fait aussi des média-
trices deABC les hauteurs du trianglel,,, B,,,C,,. Par (i), les médiatrices del BC' sont alors
concourantes en un pointtel que

J = bar{(An,tana), (B, tan 3), (Cp,, tan~y)}
= bar{(B,tana), (C,tan ), (A,tan ), (C,tan 3), (A, tan~y), (B, tan~y)}
= bar{(A4,tan S + tan~), (B, tana + tan~y), (C, tan o + tan ()},
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d’'ou le résultat (les scalaires 1/2 ont été omis aprés le second signald&gar le (ii) de la
proposition 1).

25.4.3 Médianes et bimédianes d’un tétraédre

LisobarycentreGG d’un tétraédreA BC' D est aussi le barycentre des deux
points pondérésA, 1), (ga,3), ou g4 désigne lisobarycentre du triangle
BCD (son centre de gravité). Les quatre « médianes » (segmgngjai un
sommet du tétraédre au centre de gravité de la face oppdsédgtiaedre B
sont donc concourantes € qui est situé aux 3/4 de chacune en partant
du sommet.

Par associativité, le poirdt est aussi le barycentre des poifis2), (/,2), ouI et.J désignent les milieux
respectifs des segmersB] et [C'D]. Les trois « bimédianes » (segment joignant les milieux dixdeétes
opposées) sont aussi concourante&'equi est leur milieu commun.



