LECON N° 27 :

Composees d’homothéties et de
translations du plan. Groupes des
homothéties-translations. Applications.

Pré-requis:

— Calcul vectoriel (en particulier, relation de Chasles) ;
— Notions de groupes, sous-groupes et propriétés ;

— Théoréme de Thalés.

On se place dans un plan affine euclidigh de directionZ. Si f désigne une transformation, on primera
systématiquement (sauf exceptions qui seront indiquéssimages des points, c’est-a-dire qu’on notera
f(M)= M.

27.1 Définitions et premieres propriétes

Définition 1 : Soient{2 un point de & etk € R*. On appellehomothétie de centr€? et de rapportk la

transformation qui a tout point M € & asocie le pointM’ € & tel que QM’ = kEQ M. Elle sera
notéeh (€2, k) ou plus simplementh quand on I'applique a un point.

Remar ques 1:

— Une homotéthié (£, k) est dite positive (resp. négative) lorsque- 0 (resp.k < 0);
— Sik =1, c'est I'identité surZ? ;

— Sik = —1, c’est la symétrie centrale de cente

%
Définition 2 : Soient M, N € Z et w € & un vecteur non nul. On appelletranslation de vecteuiu’
e —
I'application qui & tout point M € & associe le pointM’ € & tel que MM’ = . Elle sera notée
t— ou plus simplementt quand on I'applique a un point.

Théoreme 1 : Soitf : & — & une application. Alors f est une homothétie ou une translation si
et seulement si

e N
JkeR*|V(M,N)e 2%,  M'N =kMN.

démonstration:
"=": Sif=h(Q,k), aveck # 0, alors

AN/ / ARV R YE.
M'N' =MQ+ QN =kMQ+ EQN = EkEMN.
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Sif =tz,avecu # 0, alors

—_— _— ., — o -
M'N' =MM+ MN +NN' = -4 +MN +7u =MN.

N
<=": Sik =1, alors pour tousM, N € @aMﬂ) = MN, donc le quadrilatereV/ N N’ M
est un parallélogramme, donc on a auds$il/’ = NN'. Si l'on notew ce vecteur, alorg est la
translation de vecteut .
Supposons alork # 1. Fixons arbitrairement un poin® dans4? et donnons-nous un autre point

—> —> . . . .
quelconqueVl € &2. AlorsO’'M’ = kOM . Cherchons si I'on peut en tirer des point fixes :

F s N — 1OV s YV DNLYY L =5
M =M'& O'M =kOM < 0'0 = (k= 1)0OM © OM = — 00,

ce qui prouve a la fois I'existence et I'unicité d’un point fixe,que nousrang2. Notre relation
de I'nypothése devient alors

.
VMe®, QM =kQM,

doncf est I’hnomothétie de centf@ et de rapport.

Remar que 2 : Cette démonstration exhibe le fait qué:sk 1, f est une translation et sinofiest une homothétie.

Corollaire 1 : Une application f vérifiant I'égalité du théoréme précédent est une applicatin affine
bijective.

démonstration: Commencons par définir I'application linéaire associég.&i les points\/ et N de
—_— —

2 forment le vecteur/, alors M'N’' = kM N = k7, ce qui permet de définir directement I'applica-

. - PN — — - . — Zoo.

tion f quia tout vecteuru’ = M N de & associe le vecteut v = f(M) f(N). Il est alors évident

%Je?> est une application Iinéairgf(? + V) =k(W + ) = ku 11{7 = 7(7) + (D) et
f(AW) = k(AW) = MkW) = A f () et bijective (en effet, v € &, alorsw = 17V (rappel :
k # 0) est le seul vecteur de’ tel que?(ﬁ) = '), donc f est bien une application affine par

définition méme, et bijective. [ |

27.2 Groupe et composition

Théoréme 2 : Lensemble des homothéties-translations muniedla loi de compositiono est un groupe,
noté HT'(%).

démonstration: Il suffit de montrer que c’est un sous-groupe des transformatiomsadu
— Idyp € HT(2).
— Soientfy, fo € HT(Z?). Pour tousM, N € &, 0n a

fio fo(M) fio fo(N) = fi(f2(M)) £ (f2(N)) "2 &y fo(M) fo(N) "2 ey ey MN,

donc le sens indirect du théoréme 1 nous permet d’affirmerfguef, € HT(2).
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— Soitf € HT(Z?). PourtousM, N € &, 0n a

=

7O f(N) = kMN I %W:f‘l(M)f_l(N) 2’ flc HT(2).

tal

Au final, (HT(@), o) est bien un groupe. Nous verrons plus loin qu’il n’est pas commutatif. W

. yd .
Théoréme 3 : Soienfw’, v € . Sif =ty etg =tp,alorsfog =ty 5.

. . — —
démonstration: SoitM € 2. Alors, avecM M’ = v et M'M" = W/, on a quef o g(M)
f(M') = M", doncMM" = MM+ M'M" =W + 0, etfog=ty, +.

Théoréme 4 : Soientf = h(Q2, k) etg = h(Q', k’). Alors
. . . — P s - =
(i) Sikk' =1, fog =tz ouu = (k — 1)Q€ (donc colinéaire aQY’);

(i) Sinon, fog estune homothétie de rapportkk’ et de centreQ2”, barycentre du systeme{ (€2, 1 —
k), (Y, k(1 —FK))}.

Remar que 3 : Sous les hypothéses du point (ij)e f serait alors I’hnomothétie de rappdit’ # 1 et de centrey,

barycentre du system{gQ2, k(1 — k)), (2,1 — k') }. En supposantQ # €, il est alors clair quey # Q" (puisque
kk' # 1 = k etk’ ne peuvent valoir simultanémehy, ce qui équivaut & o g # g o f. En supposant() = 0/, alors
V== =uw.

Seule la composition de deux homothéties de méme centre est comatiye.

démonstration: NotonsQ' M’ = k'Y M et QM" = kQM’, de sorte quef o g(M) = f(M') = M”
- — _—
et par suite QM" = kQQ + kK'Y M.
. . P — —_— _— — — _— —
(i) Sikk’ =1, alorsQM" = kQQ + OU'M < MM" = kEQQ + Q'Q = (K — 1)QQ'. MM" ne
—
dépend donc pas d&, doncf o g est bien une translation de vecteur — 1)Q(’.
(i) Supposongk’ £ 1, et recherchons les éventuels points fixeg dey :

SN — — —_— — — —
OM = kEQQY + kEYM < QO + QM — kkK'Q'M = kQY
— — —
& (1-—kK)AM=(1-kUQs UM =

1-k —=

/
l—kk’QQ’

. o . . . " e - -
ce qui définit un unique point fixe, nd®. Donc pour toutM € 22, QM" = kQQ' +kk'Q' M (1)
. . . —> —> —> .
et puisque” est point fixe dg o g, on a auss2Q)” = kQQ' + kE'Q'Q” (b). Par soustraction de

() et(b), on obtient)” M" = kk'QY" M, ce qui prouve quég o g est une homothétie de cenf¥
et de rapportck’.

Etudions de plus pres le centre. Posghs g(Q2') = f(Q)) = w, de sorte que

— —_— — —_—
Qw = Q0 + Q"0 = QO + kK'Y = kQFH Q") + kg(Q)Y = kQQ = K (QQ" + Q")
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L’avant derniére égalité se justifie de I'équivalente g(Q") = Q" < g(") = f~1(Q"). Onen
tire alors

N
0

7 non 7 oo o OO oG
E(QQ"+Q7Q) — Q"+ EEQ"QY =0 & kE1-k)Q'Q 4+ (1-kQ"Q=

relation qui prouve qué)” est le barycentre du systerfg, 1 — k), (', k(1 — k') }.

Théoréme 5 : Soientf = h(Q, k) etg = t, aveck # 1 et u # 0. Alors f og (resp.g o f) est
—
une homothétie de rapportk et de centreQ” tel que Q" = =’ (resp. QQ" = W)

démonstration: Nous ne démontrerons qu’un seul résultat, 'autre s’étudiant de mamni¢alement
v 1 !/ ! " H
analogue. En notand/ M’ = w etQM"” = kQM’',onaf o g(M) = f(M') = M". Est extraite des
—> —_
notations I'égalité(t) suivante :QM"” = kEQM + ku’, qui nous permet de rechercher s'il existe des

points fixes :

ko
U,

— — N —
QM =kKQM + kv & QM =

ce qui définit un unique point nof&’, et implique alors qué&x)” = kQQ" + ku (b). Par soustraction
—_—

de(f) et(b), on trouve que pour tolt/ € 22, QY"M" = k£ Q" M, ce qui prouve bien que 'homothétie

de centre)” trouvée est bien de rappokt [ |

27.3 Applications

27.3.1 Théoréeme de Ménélaus

Théoreme 6 (de Ménélaus) : Soid BC un triangle. SoientP € (AB),Q € (BC)etR € (AC)
trois points distincts des sommets. Alors

o, PA QB RC
P, Q, R sont alignés & . . =1
PB QC RA

démonstration:

"=—": Soienthp : B+— A, hg: A Cethg: C — B, de sorte quéig o hg o hp(B) = B.
Si hg o hr o hp est une homothétie, alors son centre est nécessairefe@n rappelle que
si la cmposée de deux homothéties en est une, alors son centre eétalem celui des deux
homothéties dont elle est issue, ce qui revient a dire dans notre cal quer alignés impliquent
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queB doit appartenir a(PQ), ce qui est absurde (ca&p # B par hypothese). Aindig ochrohp
est une translation admetta® comme point fixe, c’est donc l'identité. Autrement dit :
PA QB RC
thhROhPIId@ = 7-Q7~@:1
PB QC RA

"<«<=": On considere les mémes homothéties, dont la composée est de rappoitypothése, c’est
donc une translation qui admét pour point fixe, donc c’est l'identité. On a dohg o hr = h;l.
Le premier membre est une homothétie de centre aligné@edz, et le second membre est une
homothétie de centr®, doncP est aligné aveq) et R.

27.3.2 Configuration des trapezes

Proposition 1 : Soient[AB], [C D], [E F] trois segments paralleles. On suppose queAC) et (BD)
(resp.(CF) et (DE), (AF) et (BE)) se coupent enP (resp.Q, R). Alors P, Q, R sont alignés.

démonstration: Le théoreme de Thalés appliqués dans différents triangles (les segroehfmgal-
leles) présents dans cette figure nous assure I'existence de deuthiBtig®et leur composée définies
par

hgohgp:A +— C

hr: A C
B D B — D.

F ot hQ:Fr—>
E E —

—
—

Par suite, le centre dég o hr est non seulement aligné av@cet R, mais il est aussi a l'intersection
des droite AC) et (BD) : c’est doncP. |

27.3.3 Cas particulier du théoréme de Pappus

Proposition 2 : SoientZ et 2’ deux droites sécantes ef2, A, B, C trois points de Z et A’, B’, C”’
trois points de 2’. Si (AB’) et (A’B) sont paralléles, ainsi que(BC"’) et (B’C), alors (AC") et
(A’C) le sont aussi.
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démonstration: A nouveau, le théoréme de Thalés nous assure I'existence de deathities de
centreO définies par
hi:A — B ot hy:B — (C
B — A ' — B.

Puisqu’elles admettent le méme centre, elles sont commutative, et I'oalasdeur composéed (h =
hi o hg = hg o hy), de sorte que ce qui précede nous permet de déduiréglie= C eth(C’) = A'.
Enfin, toute homothétie transforme une droite en droite paralléle (voir @eesuivant), don¢AC") et
(A'C) sont paralleles. |

Exercice: Montrer qu'une homothétie transforme une droite en dioéellele.

Montrons tout d'abord qu'une homothétie i (€2, k) transforme une droite en droite. Soient A, B deux points de 2 et M € (AB).
. 7 —_— - 7 \ . 7 N . — —_— -

Il existe alors un réel X tel que AM = MAB. Or par le théoréme 1 et ce qui précede, on sait que A’M’ = kAM = kAAB =
_ —_

MEkAB) = MA'B’,d'ou M’ € (A’B).

. , 7 . v —_— . sy .
C’est ensuite 'égalité vectorielle A’ B’ = kAB qui assure le parallélisme des deux droites.

<>



