LECON N° 49 :

Définitions de I'ellipse, geomeétriguement
et par équation réduite ; equivalence entre
ces définitions.

Pré-requis:

— Propriétés du barycentre de deux points;

— Projections (orthogonale et selon une direction) ;
— Réflexions et propriétés.

On se place dans un plan affine euclidigh

49.1 Définition monofocale

49.1.1 Définition

Définition 1 : Soient F € &, 2 une droite ne contenant pasF' ete € ]0, 1[ un
réel. On appelle alorsellipse de foyelF’, de direction associé& et d’excentricitée
'ensemble& = {M € & | MF = eM H }, ou H est le projeté orthogonal de F
M sur 2.0nlanote&(F, Z,e).

49.1.2 Axe focal, sommets

focal de 'ellipse & (F, 2, e).

Définition 2 : Si K désigne le projeté orthogonal deF’ sur &, la droite A = (K F') est appeléeaxe

Proposition 1 : A coupeé&’(F, 2, e) en deux pointsA et A’ tels que

—— D— —
FK et FA = FK.
e+1 e—1

démonstration SoitM € ENA.AlorsMF = eMH < MF? = e2MH? & (MF+eMH)(MF —
e]\ﬁ{) = 0. PwsqueM F etH sont allgnes Sun, H = K, etl egallte précédente est équivalente a
MF + eMEK =0 < MF + eMF + eFK =0e (1 + e)MF ieKF Cette égalité détermine
ainsi les deux pointsl et A’, tels que(1 + e)AF = eKF et(l— e)A’F — —¢KF, cest-a-dire

& &

— 7 —
FK et FA = FK.

FA
Ce+1 e—1
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Définition 3 : A et A’ sont appeléssommetsie &. Il en résulte que & n’est pas vide.

Remar ques 1 :SiO estle milieuddAA’], alors :

—_—
o OF = OA.

démonstrationt En effet, on a que

Y -— — 2e —
AA"=AF + FA = — FK + FK = FK
e e— (I+e)(1—e)
l1—e— e — — — —
& A'A= FK=FA < (1-e0OA=F
2 e+1
—_— — —_— — —
& —eOA=FA—-0OA & OF=e0A
|
— 1—
o OK = -0A
e
démonstratiort D’'aprés ce qui précede, on a que
— 2e —_ — e —
AA =  FK & (e—1)0A = — FK = —1)FK
e+ 1)(e—1) (e—1) et 1 (e 1 )
e—1\ — 1— —
& ( )OF:FA—FK
(& (&
— — 11— 1— — 1—
& OF+FK=-OF+-FA & OK=-0A.
(& € (&
]

49.1.3 Symeétries

Proposition 2 : La médiatrice de[ A A’] et A sont axes de symétrie d& et O en est centre de symétrie.

démonstration:

o SoitM € &.OnadoncM F = eM H. CommeF € A, sa(F) = F, eten notant\/’ = sa(M), il
vient queM F = M'F. Or sa(H) = H’, ou H' est le projeté orthogonal d&/’ sur 2, puisquesa
conserve le parallélisme et I'orthogonalté. Done’ H' = M H, etdoncM'F = MF = eMH =
eM'H = M' € &. Ainsisa(&) C &, d'ousa (&) = & car sa estinvolutive.

o (les chiffres encadrés rouges renvoient a la construction corregguunsur calculatrice : figure ci-
dessous) Soif la médiatrice dg AA’], et notonsM” = sy4(M). Montrons queM”F = eM"”H. On
consideére la projectiop sur (FH) (1)) parallélement &7. On a alorsp(F) = F etp(K) = H.
PosonsB = p(A) () et B = p(A) (). Puisquep conserve le barycentre, on a (grace a
la proposition 1) qued = bar{(F,1),(K,e)} = B = bar{(F,1),(H,e)}, et de méme3’ =
bar{(F,1),(H,—e)}. H étant fixé, le lieu des pointy € # tels queNF = eNH est le cercle
de diametre/ BB'] (ligne de niveau). Comm&/F = eM H (puisqueM est supposé étre suf),
M est un point de ce cercl). Désignons alors paf) () son centre, de sorte que&0) = .
Donc d porte un diamétre de ce cercle. Par conséquéit, = s;(M) est sur ce cercle et vérifie
doncM"F = eM"H,dou M" € & (). On a doncsg(&) C &, cest-a-dires, (&) = & car
Sq 0 8q = Idy
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illustration démonstration a la calculatrice

en noir, ce qui est donné par hypothéses
en rouge, ce qui est successivement constiu

it

O 8O0 = 840 SA = SA O Sq, d’0OU le résultat. |

Remar que 2 : \oici ce que cela donne en faisant la construction a la calculatrice :

L e e ol il

T r

THIS FOINT
M H

iRk
1
r

!

MAIN DEG AUTO FUMC 030

Cette construction prouve en méme temps la proposition ci-dessus, et impnesaioertainement le jury (si le temps
permet de la faire...).

Pour la réaliser, il faut d’abord construire les poidt®t A’, puis la droiteA. Construire le miliewD de [AA’], puis
choisir un pointF’ € [OA] tel queOF =~ 2/3 OA et un pointK € (OA) tel queOK =~ 3/2 OA. Construire alors la
perpendiculairez a A en K, et y construire un poink. Le reste de la construction est donnée par la démonstration
précédente.

Proposition 3 : Toute ellipse possede deux foyers et deux éictrices symeétriques par rapport ad. \

démonstration: Soientf” = s;(F) etZ' = s4(Z). Notons queHl’ = s4(H) est aussi le projeté
orthogonal deM sur &’ puisques, conserve le parallélisme et I'orthogonalité. Sait € &(F, 2, e).
On veut montrer qué/ € &(F',2',e). OnaMF = eMH et M'F = eM'H car M’ = s4(M) €
E(F,2,e). Ot M'F = sy(M")sq(F) = MF' et M'H = MH', dou MF' = eMH', et M ¢
E(F', 97 e). [ |
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49.2 Définition par éguation réduite

Théoréme 1 : Soit&'(F, 7, e) une ellipse. Il existe deux réels, b (tels qued < b < a) et un repére
orthonormé (O, 7, jmath) tels que& admette pour équation réduite

2 2
T+ o1 (%)

a? b2

démonstration: O, F, A, K étant alignés dans cet ordre suX, la remarque 1 nous assure que
OF = eOA etOA = eOK. Posons alorsi = OA etc = OF. On a alorsc = ea etOK = ¢.

Choisissons alorg) pour origine du repérey tel queﬁ)‘ = c¢7 et 7 unitaire orthogonal &. Dans le

N -5 . , . 2 . . ,
r(Tpere(O,z,]math), 2 a pour équationr = ¢ = %, et par suite, siM/ a pour coordonnéesgr, y),
alors

2\ 2
Mc& & MF:=cMH? & (x—c)2+y2=e2<a:—“>
&

CL2—C2
e P*l-)+yP=-c+d < ( e >x2+y2—a2—02
2 2
x Yy
T ata-a=th

La derniére équivalence s’explique du fait que 1 = ¢ < a = a® — ¢ > 0. En posant? = a? — ¢2,
nous trouvons le résultat voulu. |

Remar que 3 : L'équation(¥) permet de retrouver les éléments de symétrie.

Notations: ¢ = "demi-distance focale"q = "demi-grand axe" e = "demi-petit axe".

49.3 Liens

Le théoréme précédent montre que les éléments géométriques d’une ellipenty@re caractérisés de maniére ana-
lytique. Proposons maintenant le raisonnement inverse :

Théoréme 2 : Soientd < b < a. La courbe d'équation (%) dans un repére orthonormé(0, 7, jmath) est
une ellipse de foyerF'(v/a? — b2, 0), de directrice 2 et d’excentricité e telles que

a2 aZ — b2
D= ——— et e — —
a? — b2 a

démonstration: On posec = va? — b2 ete = £. Alors la démonstration du théoreme précédent nous

assure que
.T2 y2
4o =1eMF?=MH* < Mc&
a b2
dés queF(c,0) etZ : x = a?/c, d’ou le résultat. |

Tracé: Une ellipses’ d’équation réduité ) s’obtient par la réunion des courbes représentatives de

b
T — +— Va2 — 22.
a
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49.4 Définition hi-focale

Proposition 4 : Soienta, c aveca > ¢ > 0 donnés, etF, F/ € & tels que FF’ = 2c. Alors

{M € 2| MF + MF' = 2a}

est une ellipse de foyerd et F”.

démonstration: On se place dans le repére orthonori@, 7, 7) tel queO soit le milieu de[F F’] et
s
OF = c7. SoientZ la droite d’équationz = a?/c et M (z,y) € Z. Alors

MF+ MF =214 =
=

(MF +MF' —2a)(MF + MF' 4 2a) =0< (MF 4+ MF')* —4a* =0
+ —4a - —4a”] =

MF + MF')? — 40| (MF — MF') — 4a®] =0
(MF? + MF” — 40®) — 4(MF - MF')* =0
[z = +9* + (@ +0)* +3° — 4a?]" = 4[(~z — > + 12|[(z + ©)* + °] = 0
(222 + 2% + 262 — 40,2)2 — 4@+ P+ P = 2e) (2P P+ A+ 22¢) =0
(2® +y* + 02)2 +4a* —4a* (P + P+ A) - (P + P + 62)2 + 4222 =0
5 x2 y2

22 (a® — ) +ad*y? = d*(a® — &) = St = 1,

b

avech’ = a? — ¢ > 0. Réciproguement, si/ est un point de I'ellipse de foyeis et , de
directricesZ et ', de demi-grand axe et de demi-distance focatealors

MF G MF
MH € MH

¢,

avecH et H' projetés orthogonaux d&/ respectivement suz et 2’'. On en déduit qué/ F' +
MF'=e(MH+MH"), et puisque tout point d€ se trouve entreZ et 7', onaM H+MH' =
HH' =22, Dol

ca?

MF+ MF =2 —— = 2a.
ac

ConséquenceUne autre construction d’une ellipse point par point : une ellipse défani&’p= {M € &7 | MF +
MF’ = 2a} se construit en prenant les intersections de deux cercles de cespestifsF’ et F’, de rayons- etr’
tels quer + ' = 2a.

Ces deux cercles se coupent des fgue | < FF’, c’est-a-dire lorsque etr’ sont compris entre — ¢ eta + ¢. |l
suffit donc de faire varier entrea — c eta + ¢ pour avoir autant de points que I'on veut!

Cette construction s’appelle aussi la « construction du jardinier » car l'ekipsonstruit dans la pratique (par exemple
au tableau avec un lacet. . .) selon la méthode ci-dessous :

I




