LECON N° 48 :

Limite d'une fonction réelle de la variable
réelle.

Pré-requis :

— Limites d’une suite réelle ;

— Fonctions a valeurs réelles : opérations algébriques, restriction a une partie de son ensemble de définition,
limite finie ou infinie en un point de R, croissances comparées ;

- R=RU{—00,+00};

— Inégalité triangulaire.

On note K = R ou C. Soient f : R — K une fonction et Z; son ensemble de définition. Si
D C Z5,onnote D = {x € R|Ve>0 |[x—¢x+e N D # &} le plus petit fermé de R
contenant D (i.e. I'adhérence de D). On se donne dans toute cette lecon un sous-ensemble D de
s etunréel a € D.

Remarque 1 : En particulier, si D est borné, les bornes supérieure et inférieure de D appartiennent a D
(théoreme de la borne supérieure - inférieure).

48.1 Limite finie en un point de R

f

Ctep-————————+/--
Définition 1 : On dit que f admet pour limite £ € K en a si ﬂ””é """"""""" :
flamg) | /|:

Ve>0,3y>0|Vxe D, |[x—a|l<ny=|f(x)—¥ <e Y/ Lob o

Théoréme 1: Si f admet une limite en a, alors elle est unique.

démonstration : Supposons que f admette deux limites {1 # (5 au point a. Soit € > 0. Alors
dnp>0|VxeD, |x—al<n=|f(x)—104|<e
dy' >0|VxeD, |x—a|l <y =|f(x)—10]<e
donc il existe " = inf(ny,n") > 0 tel que pour tout x € D, on a
x—a| <y = |la—b] = [L—f(x)+f(x) -4
< - f)|+1f(x) — b < 2e

Prenons alors € = §|l, — {1|, de sorte que ¢ > 0. L'inégalité précédente devient alors |l — (1] <
%\Ez — l1|, ce qui est absurde, donc {1 = (5. [ |
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Grace a l'unicité de la limite, on peut introduire la notation suivante :

Notation : Sous réserve d’existence, 'unique limite ¢ € K de la fonction f au point a sera désor-
mais notée lim f(x) = £ ou f(x) — .

X—a X—a
Remarque 2 : Sia € % etsi f tend vers £ au point 4, alors { = f(a). En effet, soit ¢ > 0. Alors
ac€la—ga+e[NDr=Ve>0|f(a) L] <e= f(a) =L

Proposition 1 : Soient B C D et b € B. Si f admet une limite en b, alors sa restriction a B,
notée f|p, admet la méme limite en b.

démonstration : Triviale, en utilisant la définition et le fait que x € D pour tout x € B. |

Remarques 3:

1. Avec B =7 ND, ou ¥ désigne un voisinage de b (donc contenant b), on a que f admet une limite
finie en b est équivalent a f|ynp admet une limite en b : cette proposition est donc un résultat local.

2. La réciproque est fausse. Par exemple, la fonction f : R — R définie par f(x) = 1si x € Q et
f(x) = 0si x € R\Q nadmet aucune limite en aucun point de R. Cependant, sa restriction a Q
(resp. R\Q) est la fonction constante égale a 1 (resp. 0).

Proposition 2 : Si f admet une limite finie en a4, alors il existe un voisinage 7" de a tel que f
soit bornée sur ¥ N D.

démonstration : Soit M € R*. Montrons que |f(x)| < M pour tout x € ¥ N D, ot ¥ désigne
un voisinage de a, c’est-a-dire un intervalle ouvert contenant a. f admet par hypotheése une limite finie
notée ¢ en a, donc par définition,

Ve>0,3y>0|VxeD, |x—al<n=|f(x)—/{ <e.

Prenons € = 1. Il existe alors un tel voisinage ¥ contenant a tel que x € ¥ ND = |f(x) — | < e =
1, d’oir f(x) <1+ |l|. Le nombre M =1+ || € R" vérifie la propriété. |

48.2 Limites a gauche et a droite en a

Définition 2 : Si I’on ajoute a Vx € D 1'hypothese x < a (resp. x > a) dans la définition de la
limite de f en a (définition 1), alors on parle de limite a gauche (resp. limite a droite) de f en
a, et on note (sous réserve d’existence)

lim f(x)=4¢€ et lim f(x) =¢.
v<a ¥>a
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Exemple : Soit f : R — R la fonction définie par f(x) = { é :i i i 8 Alors f n’admet pas de

limite en 0, mais lim f(x) = lim f(x)=1.
x—0 x—0

x<0 x>0

Théoréme 2 : f admet une limite en a si et seulement si f admet la méme limite a gauche
et a droite en a. Pour que cela soit possible, on suppose de plus que pour tout € > 0, on a

la—¢a+¢e[\{a} CDeta¢D.

démonstration : Le sens direct est immédiat. Montrons alors le sens indirect : on a

lim f(x)=¢ = (Ve>0,dy>0|VxeD, x<aet|x—al<n=|f(x)—/{ <e),

x<a

lim f(x)=¢ = (Ve>0,37'>0|VxeD, x>aet|x—al <y =|f(x)—{ <e).
X —a

X >a

Par conséquent, Ve > 0,35"” = min(n,n") |Vx € D,x #aet |x —a| <y’ = |f(x) — ]| < ¢ et
donc lim f(x) = ¢ (car a & D). |
X—a

48.3 Opérations algébriques

Soient f, g deux fonctions telles que I'ensemble A défini par 7y N %, soit non vide, et admettant

respectivement /1 et £, pour limites en un point a € A.

Théoréme 3 :
(i) Les fonctions f 4 g, Af (A € R) et fg sont définies sur A et admettent pour limites

respectives £1 + £, Al1 et {162 en a;
(ii) Si £ # 0, alors il existe un voisinage 7" de a tel que f/g soit définie sur 7' M A et admette

£1/€; pour limite en a;
(iii) Sil’on suppose de plus que f(x) < g(x), alors £1 < £5.

démonstration :
(i) Rappelons que (proposition 2) il existe M € R™ tel que pour tout x € ¥ N D¢ (¥ voisinage de

a), |f(x)| < M. Soit un tel M. Par définition,
€

Ve>0,3n>0|VxeA,|x—al<y = \f(x)—€1|<E,
Ve>0,37" >0|Vxe A, |x—al<y = \g(x)—€2|<%,

oil les nombres k et k' vont étre définis pour chacun des cas suivants.
fg: En choisissant k = 2|{5| et k' = 2M, on a l'existence d'un réel "' = min(zy,n") > 0 tel
que pour tout x € A, l'inégalité |x — a| < 5 implique

|f(x)g(x) = £ata| [f(x)g(x) = f(x)b2 + f(x)la = bt
[f()]1g(x) = 2] + |62][ f(x) = 4]

S S
M-+ — =
o T el 2[4,

N

€.

A
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f+g: En choisissant k = k' = 2, on prouve lexistence d'un réel ' = min(n,5") > 0 tel
que pour tout x € A, l'inégalité |x — a| < y" implique

f(x)+8(x) —bi— b = |f(x) =l +g(x) - &
< f(x) = 4]+ [g(x) — £
< g/2+¢e/2=c¢.

Af : Enfin, en choisissant k = |A|, on conclut en montrant que pour tout x € A, l'inégalité
|x — a| <y implique

Mﬂ@—Aar—Mvwwwn<mH;—e

(ii) 0y # 0 implique qu'il existe 1 > 0 tel que Vx € A, |x —a| < n = |g(x) — l2| < |¢2]/2 (choix
particulier de ¢ > 0). Il vient que sur AN |a —n,a+n[, ona|g(x)| > [2|/2 et 1/g est définie
sur ce voisinage de a. Sur ce voisinage, on a

8(x) — &3] 8(x) — &3]
- <2 .
8(x) &2 ;3

Or g admet une limite finie ¢, en a, donc en appliquant la définition, on trouve que

1 1

gx) b

2

14
Ve>0,37 >0|Vxe A, |x—al <n=|g(x)— L] <852.

On conclut alors que pour tout x € A,

|x —a| <" =min(y,y") = ’ <e

BN
gx) £
(iii) D’apres ce qui précede, on peut écrire que
lim (g(x) ~ f(x)) = 2 — 1.
Supposons alors que ¢y — {1 < 0. Il existe alors un intervalle I ouvert contenant a tel que pour

tout x € INA, ona g(x) — f(x) < 0. On aboutit ainsi @ une contradiction, prouvant que
by — 41 > 0. |

1

Remarque 4 : La réciproque est fausse. En effet, les fonctions f(x) = 0 et g(x) = xsin | vérifient toutes

les deux lin}] =0< lirr(l) g(x) = 0 sans que f < g au voisinage de 0!
xX— X—

Théoréeme 4 (d’encadrement) : Soit & une fonction telle que A N 7, # O et admettant £3 pour limite en
a € AN %y Sipour tout x € AN Py, on a f(x) < h(x) < g(x), alors

(£1=£2=£)=>£3=£

démonstration : Soit ¢ > 0. I existe deux voisinages ouverts 1 et V5 contenant a tels que

VxennN(Ang,), (—e< f(x)</l+e
et Vxe¥hnN(ANg,), (—e<g(x)</l+e

Sur NN YN (ANDy,), onadonc l —e < f(x) < h(x) < g(x) < £ +¢ cequi se traduit par
lim h(x) = ¢. |

X—a
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Exemple : Par développement limité, on a au voisinage de 0 :

3 . .
X s x . s x
1—— < < 1 , d’ot lim =1.
3! X ~~ x—0 X
’ 1 x>0
—1 x—0
x—0 x>0
x>0

Théoréeme 5 (de composition) : Soient D; et D, deux partiesde R, f : D1 — D, g: D, — Reta € Ds.
() Si lim f(x) = b, alors b € D,,
X—a

(ii) Silim f(x) =b et lin}]g(x) = ¢, alors lim(go f)(x) = £.
x—a x— x—a

démonstration :

(i) Soit ¥ un voisinage de b. Comme lim f(x) = b, il existe un voisinage ¥; de a tel que f(¥1 N
X—a

D) C #5. Or ¥4 N Dy # @ (car il contient a), donc f (¥ N Dy) # @ et puisque f(¥1 N Dq) C
YN Dy, ¥ N Dy # @. Dot b € Ds.

(ii) Soit # un voisinage de (. Il existe un voisinage ¥ de b tel que ¢(¥ N Dy) C W puis un
voisinage % de a tel que f(% NDy) C ¥. D'ont f(% NDy) C ¥ N D,, doit finalement
g(f(% NDy)) C g(¥ NDy) C #, et il vient que (go f)(x) — . |

X—a

Exercice : Calculer lim sin(3x) .
x—0 2x

Cet exemple est bien choisi car il est difficile de bien

Solution : Posons f(x) = 3x et g(x) = % smx' de sorte que voir sur la calculatrice que cette fonction n'est pas
définie en 0 :
. . 3 - 1 Fov Frw | Faw 3 FEw
limf(x) =0 et limg(x) =7 (cf. exemple précedent). e o gebra|caTe nther PrantolcLean s |
. 3 sin(3x)  sin(3x) /\
Puisque (go f)(x) = 3 3y T g rona . —
lim(g o £)(x) = lim 20 2, . Lin 2350 »
x—0 x—0 2x 2 lm‘_ 2o
w3
Nous avons utilisé le théoréme de composition donné ci-dessus. & T Atk S

Théoreéme 6 (caractérisation séquentielle) : Une fonction f tend vers £ au point a si et seule-
ment si pour toute suite réelle (u,) de points de D qui tende vers a, f(u,) tend vers £.

démonstration :

"=-": Pour tout voisinage ouvert ¥5 de { il existe un voisinage ouvert ¥; de a tel que f(¥; N D) C
5. Or il existe un entier naturel N tel que u, € ¥ N D pour tout n > N. Donc f(u,) € ¥,
c’est-a-dire f(u,) — /.

n—oo

"<=": Montrons ce résultat par contraposée : supposons que f n’admette pas { pour limite. Alors

1 1
3£>0Vn€]N,3x€}an,aJrn{ﬁDer(x)E}s.

On note alors x,, I'élément x associé a chaque entier n, de sorte que I"ont ait construit une suite
tendant vers a, sans pour autant que f(x,) — L. n
n—oo
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Exercice : Montrer que f(x) = sin 1 n’admet pas de limite en 0.

Solution : Pour cela, considérons la suite (u,) de terme général u, =

g — 0. Alors sinﬁ = (=1)" n'admet pas de
2

limite en 0, donc f(x) non plus par le théoréme précédent. O

48.4 Continuité en un point

On considére un réel a € D.

Définition 3 :

e On dit que f est continue en a si f admet une limite finie en ce point (nécessairement égale
a f(a)). Symboliquement, Ve > 0,3y >0 |Vx €D, |x—a|<ny=|f(x)—f(a)|<e

e On dit que f est continue sur D’ C D si f est continue en chaque point de D’.

e Si f n’est pas continue en a, on dit qu’elle est discontinue en a.

Remarque 4 : Les théorémes 3, 5 et 6 peuvent donc étre réécrits en utilisant la continuité (par exemple, si
f et g sont deux fonctions continues en un point A de I'ensemble 7y N %, supposé non vide, alors f + g,
kf (k € R) et fg sont continues en a.

Dans toute la suite, f désigne une fonction a valeurs réelles continue, dont I'ensemble de défi-

nition est Z¢. On considere aussi l'intervalle ]a, +-00[, o1 a est un réel tel que cet intervalle soit
inclus dans Zy.

48.5 Limite a I'infini

48.5.1 Limite finie et infinie

Définition 4 : On dit que f admet un réel £ comme limite en + oo si

Ve>0,3JAER|VxE Yy, x>A=|f(x)—£|<e

On dit que f admet 4o (resp. —oo) pour limite en oo si

VBER,FAER|VxE€ Yy, x>2A= f(x) 2B  (resp. f(x) < B).

Interprétations graphiques

Limite finie Limite infinie
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48.5.2 Unicité de la limite

eye . . . Lge e 1 1
Proposition 3 : Soit g 1a fonction définie sur [0, -] avec a > 0 (resp. [—_,0] avec a < 0) par

gx)=f (i) -

Alors f admet pour limite £ € R en +oo (resp. —o) si et seulement si g admet £ pour limite
en 0.

démonstration : On ne montre le résultat qu’en +oco, celui en —oo se montrant de maniere analogue.
Soit e > 0. Alors 3A € RT |V x € Z5,x > A= |f(x) —{] <e En posant X = 1 et a = %, ceci
équivaut a

HaeR+vXe@f,0<X<a:>'f<>l<>£'<e,

ce qui équivaut encorea 3a € RT |V X € 2,0 < X <a = [g(X) —{| < ¢, donc >1<imog(X) = /.

Le résultat se montre de la méme maniére si { = +oo.

Théoréeme 7 : Si f admet une limite en 1o, alors elle est unique.

démonstration : Si (,0' € R sont deux limites de f en +oo, alors le lemme précédent nous assure

que
1
limg(x) =0 et limg(x) =10 avecg(x)=f () .
x—0 x—0 X
L'unicité est déduite de celle de la limite en un point de R. |

Grace a l'unicité de la limite, on peut introduire la notation suivante :

Notation : / = lim f(x) = lim f, ot £ € R. Cette fin de legon traite entierement des limites a
X—00

l'infini, d’ou1 la liberté prise pour la seconde notation. C’est celle qui sera le plus utilisée dans
la suite, et sauf mention contraire, elle symbolisera tout le temps une limite lorsque x tend vers
'infini.

48.5.3 Propriétés

Le lemme précédent nous assure que les propriétés relatives aux opérations algébriques, a la
composition et a la comparaison de fonctions sont analogues a celles qui concernent les limites
en un point réel. Nous avons donc (les limites sont en +c0 ou en —o0) :

Soient f,¢ deux fonction définies sur un ensemble contenant l'intervalle D" =]a, +-oo[ (resp.
D~ =] — o0,4[). La fonction sgn donne simplement le signe de son argument (par exemple,
¢>0=sgn(l) =+).
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Nt

D
Pes-ge-re"

[Img\limf [ (#0 [ +oo [ —oo [0]| [limg\limf] ¢#0 [4oo[—c0o] 0]
(#0 o sgn(¢)oo | —sgn(¢)oo | 0 {#0 e +oo | —co [ 0
+o0 sgn(¢)oo +o0 —o0 FI +00 0 FI | FI | FI
—00 —sgn(¢)oo —o0 +o0 FI —o0 0 FI | FI | FI
0 0 FI FI 0 0 sgn(f)co | FI | FI | FI
Limites de la fonction fg Limites de la fonction f/g
[ limg\limf [ £#0] fo0 | —c0| 0 |
C#0 0+ 0| oo | —co | ¥
+o00 400 | oo | FI | +o0
—00 —o0 FI | —00| —o0
0 14 +o00o | —c0 0
Limites de la fonction f + g
Exemples :

1. La fonction
f:]0,400] — R
1

X

x2

peut étre vue comme le produit de la fonction g(x) % par elle-méme. Puisque lim g =0,
lim f = 0 d’apreés le tableau des limites d"une fonction « produit » ;

2. Soient f(x) = 4x>+3x et ¢(x) = 2x+ 1. On a lim f = limg = +oco, mais le tableau des
limites d"une fonction « quotient » donne une forme indéterminée pour f/g. Cependant,
f(x) 4x>+3x 4x>+3 } — 4oo
glx) 241 241 }—2 7

f(x)

d’ou lim —= =
3. De la méme maniere, on détermine que

+00;

g1, 40 — R
x+1
x—1

= limg=1.

X

Proposition 4 : Soient u,v, f trois fonctions définies sur des domaines contenant |A, 4oo[

(resp. | — oo, A[) pour tout réel A. S’il exite M € R tel que x > M (resp. x < M) et u(x) <
f(x) < v(x), alors:

* 1i1£ u(x) = lirﬁ v(x) =4 = 1i1j1E1 f(x)=¢;
* liljlg u(x) = +o = liri\ f(x) = 4+o0;

X— 100 X— 100
* lim v(x) = —oc0o = lim f(x) = —oo.

x—+oo x—+too

démonstration : On se rapporte, via le lemme, aux résultats sur les limites en un point de R.
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48.6 Branches infinies (facultatif)

Soient & un plan euclidien, muni d"un repére orthonormal (O,7,7) (plus facile pour les calculs
de distances), I un intervalle de IR, f une fonction définie sur I et a € I\I, ¢¥ la courbe repré-

sentative de la fonction f et My le point de % ayant pour coordonnées (x, f(x)).

Définition 5 : On dit que ¢y admet une branche infinie en a si  lim OM, = +oo.
xX—a

Interprétation graphique, avec la fonction inverse

/ M5 M14

O —
~

Remarques 5:
— Cette définition ne dépend pas du point O. En effet, si O’ est un autre point de &, alors par inégalité
triangulaire, OO’ + O’ M, > OMy, c’est-a-dire O'M, > OM, — OO'. On en déduit que

IimOM,; = +0 <& 1mO' M, = +co.

X—a X—a

- Sia € {—00, 400}, alors lim OM, = +oo (c’est-a-dire que Cr admet une branche infinie en +oc0 ou —oo.
X—a

—
En effet, OM, = x7T+ f(x)] = OMy = /x2 + f(x)? > |x|, et x — £oo acheve cette démonstration.
Proposition 5: Si a € IR, alors 4y admet une branche infinie en a < lim |f(x)| = +oo.
X—a

démonstration : On a lim OM,> = a® + lim f(x)?, donc im OM, = +oco < lim f(x)? =
X—a

X—a X—a X—a

+oo < lim | f(x)| = +oo0. |
X—a

Définition 6 : S ¢y admet une branche infinie en a, on dit que la droite d’équation x = a est
asymptote verticale a € en a.

Exemples (les captures d’écran a la calculatrice se trouvent juste en-dessous) :

1. Soit f la fonction définie sur I} =]0, +oo| par f(x) = x ex. Gréace aux croissances comparées,
on sait que lim+ f(x) = +o0, donc que x = 0 est asymptote verticale a ¢ en 0 (a droite).
x—0
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Par contre, si cette méme fonction était définie sur l'intervalle I, =] — 00,0/, alors on aurait
que lim f(x) =0, etiln’y a donc pas d’asymptote verticale a €5 en 0 a gauche!

x—0~

1
2. Soit f(x) = L une fonction définie sur R\{—1}. On détermine facilement que

lim f(x) =400 et lim f(x)= —oo,

x——1F x——1-

donc x = —1 est asymptote verticale a 65 en —1.

1M Fev | F= FEx | FE™ ‘:59- I T _Fev | F= FEx | FE™ f-fy [

 f—|Z0on|Trace Fte-gr‘-aph Mat.h 020 |-

.

- = |Z0om|Trace Regr‘aph Math|0r 20w |-

HMAIN EAD AUTOD FUMNC MAIW FERD AUTO FUNC

On se place maintenant dans un voisinage de +oo et tel que lirJrrl f(x) = £oo (dans un cas
X— 100

plus simple, si cette limite est finie et vaut ¢, on dira que la droite d’équation y = ¢ est asymptote
horizontale a €y en +o0).

Définition 7 : La droite d’équation y = ax + b (a 7 0) est asymptote oblique a ¢y en +oo si

lim (f(x) — (ax+b)) =

fx) _ a (# 0) et 11m f(x) — ax = b, alors la droite d’équation
y = ax + b est asymptote obllque a ¢y en —|—oo

Proposition 6 : Si 11m

Exercice : Soit f la fonction définie sur R par

4x3 —3x2 +4x—2
X241 '

flx) =

Montrer que la droite d’équation y = 4x — 3 est asymptote oblique a ¢y en +oo.

Solution : On a : Cet exemple est bien choisi car il est difficile de bien
le voir sur la calculatrice :
4x3 —3x2 +4x -2  (4x—3)(x2+1) I o =
fx)—(4x-3) = 241 - 241 - E Zoom|Trace Regr*aph Mat.h|Draw | f

4x3 —3x% 4+ 4x — 2 — (4x° +4x — 3x% — 3)
x2+1

o
x2+1°

Cette quantité tend clairement vers 0 lorsque x tend vers I'infini, donc
la droite d'équation y = 4x — 3 est bien asymptote oblique & ¢} en
+00. O FIRIN FAD ALTO FONL
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48.7 Branches paraboliques

Définition 8 : Notons "B.P." pour "branche parabolique".

1. Si lim @ = +oo, alors on dit que %y admet une B.P. de direction (0y) en +o0;

x—o X

2. Si lim 7%

= 0, alors on dit que s admet une B.P. de direction (0x) en +oo;

x—oo X

3. Si lim (f(x) —ax) = oo, alors on dit que ¢r admet une B.P. de direction la droite
X— 00
y=axen +oo;

Exemples (les calculs, non difficiles, sont laissés au lecteur) :
1. x — X, x — x2, ...
2. x—Inx, x — /x, ...
2x + 5+ x/x
3x+2

3. x—3x+1Inx, xt

y2R

x e 1 p
—i7x admet une asymptote en —oo et +oo. Etudier la position

Exercice : Montrer que ¢ : y = T
e

de ¢ par rapport a cette droite.

1 1
Solution : On utilise la proposition 6. En effet, @ = = lim @ = —. On a donc trouvé le nombre a non nul de
x 1+el/r " x50 x 2

cette proposition. Poursuivons :

x x x  x—3—%etr x(1-F-1leVY)  x(1-3-3(1+1+0(1))

flx) =

27 Ttel/x 2 1+elv 1+4el/x B 14 el/x

On a pu utiliser le développement limité de I'exponentielle au voisinage de 0 car 1/x tend justement vers 0 lorsque x — oco. Ceci
1 1
—5+0(1) -2 1

nous donne alors (1 L . )
: Cx X3 to3) -3
Jim f(x) =5 = lim, e =lm =5 =4

Nous avons ainsi trouvé le nombre b de la proposition 4, qui nous permet donc d’affirmer que la droite 2 d'équation y = %x — %
est asymptote oblique 8 € en +oo. |l se trouve que les calculs donnent le méme résultats pour —oo, et on peut donc dire que ¥

est asymptote oblique & ¢ en foco.

Voici la représentation graphique a la calculatrice : la fenétre est limitée aux abscisses et ordonnées comprises entre —1 et 1, car
en-dehors, on n'aurait pas vu grand chose. ..
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Je laisse au lecteur le soin de faire le calcul permettant de conclure que € est toujours au-dessus de 2.
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